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Die dritte Auflage unterscheidet sich von den beiden 
früheren besonders dadurch, dass zu den Lehrsätzen und 
Aufgaben der zehn Abschnitte Beweise und /Auflösungen 
nebst Figuren beigefügt sind, so dass die Ausarbeitung 
eines geometrischen Heftes entbehrlich gemacht ist und die 
schriftiichea Arbeiten der Schüler ganz dem in den Uebungs- 
stücken gegebenen Stoff zugewendet werden können. Ausser- 
dem ist ein Abschnitt über die geometrischen Proportionen 
eingeschaltet, theils weil deren Behandlung, wenn die Glie- 
der Linien, Flächen oder Körper sind, einige Eigenthüm- 
llchkeiten hat, theils um~ die Berufung auf die Arithmetik 
entbehrlich zu machen. 

Eine von Manchen gewünschte Verminderung der 
Zahl der Paragraphen in den zehn Abschnitten ist unter- 
blieben, da es dem unterrichtenden Lehrer selbst leicht 
sein wird, diejenige Auswahl zu treffen, zu welcher ihn 
die Kürze der dem Unterricht gewidmeten Zeit etwa zwin- 
gen sollte. Zum Theii sind Sätze, welche zu einer solchen 
Uebergehung sich eignen, durch Sternchen bezeichnet; in 
den Uebungssiücken bezeichnen diese Sternchen dagegen 
die verhältnissmässig schwerer zu beweisenden oder zu 
lösenden Lehrsätze und Aufgaben. 

Möge das Buch auch in seiner neuen Gestalt sich seino 
alten Freunde erhalten und neue erwerben! 
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^Ugemeittf €rklttnin||fti. 



S. 1. Ein Punkt ist ein Ding im Raum, das keine 
Theile bat. 

§. 2. Eine Linie ist eine rftumlicho Grösse, die L&nge 
hat ohne Breite und Dicke. 

$. 3. Die Grenze einer Linie ist ein Punkt. 

§. 4. Eine gerade Linie ist eine solche Linie/ 
welche sich nach allen Seiten des Raumes gleich yerhftlt 
(d. i. welche, indem sie sich um zwei in ihr befindliche 
feste Punkte dreht, nirgends aus sich herauskommt). *] 

$.5. Eine Flache ist eine räumliche Grösse, die nur 
LSnge und Breite hat. 

$. 6. Die Grenze einer Fläche ist eine Linie« 

$. 7. Eine Ebene ist eine solche Fläche, die sich 
nach ihren beiden Seiten gleich verhält, oder (nach L6- 
gendre) welche die Verbindungslinien je zweier in ihr an- 
genommenen Punkte stets vollständig in sich enthält. 

§. 8. Eine Fläche, die weder eine Ebene ist, noch 
aus Stücken von Ebenen zusammengesetzt, ist eine krumme 
Fläche, 

Zur Verdeutlichung dieser beiden Erklärungen denke 
man daran, dass eine krumme Fläche in jedem einzelnen 
ihrer Theile immer nach einer Seite zu erhaben, nach der 
andern hohl ist, sich also ungleich zu den beiden Seiten 
des Raumes verhält. 

S* 9. Ein Körper ist eine räumliche Grösse, die Länge, 
Breite und Dicke hat. 

S. 10. Ein ebener Winkel ist der unbegrenzte Raum 
einer Ebene zwischen zwei, von einem Punkte auslaufen- 
gen Geraden. Die Grösse desselben wird dadurch bestimmt, 
dass man angiebt, wie vielmal dieser Raum in dem ganzen 
Raum der Ebene, die rings um den Punkt herum liegt, 
enthalten ist- Gewöhnlich theilt man die ganze Ebene, 
um einen gegebenen Punkt in 360 gleiche Winkel und 
nennt einen solchen Winkel einen Grad, den 60sten Theil 
desselben eine Minute, den 60sten Theil einer Minute eine 
Sekunde. Dann bestimmt sich die Grösse eines Winkels 



♦] Die Erklärungen §. 4, §. 7, §. 10 weichen von denen im Eaclid ab. 
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durch die Anzahl der Grade, Minuten und Sekunden^- die 
er enthftlt. 

§. 11. Ein Winkel, der den 4ten Theil der Ebene 
zwischen seinen Schenkeln enthält, heisst ein rechter Win- 
kel; ein Winkel, der kleiner ist, heisst ein spitzer; ein 
solcher, der grösser als ein rechter, aber kleiner als zwei 
rechte Winkel, heisst ein stumpfer Winkel. Ein Winkel, 
der gerade gleich zweien Rechten ist, heisst ein gestreck- 
ter Winkel, und ein Winkel, der noch grösser ist, ein er- 
habener oder convexer Winkel. 

§. 12. Parallele Linien sind solche Linien, die in der- 
selben Ebene liegen und, wie weit sie auch an beiden 
Seiten verlängert werden, sich niemals treffen. 

§.13. Ein Kreis ist ein begrenzter Raum, dessen 
Umfang überall gleich weit von einem innerhalb befind- 
lichen Punkt entfernt ist- Der' Umfang heisst Peripherie, 
der innerhalb befindliche Punkt Mittelpunkt oder Centrum 
des Kreises. 

§. 14. Ein Durchmesser (Diameter) eines Kreises 
heisst eine gerade Linie, welche durch den Mittelpunkt 
geht und an beiden Seiten vom Umfang begrenzt wird. 
Ein Halbmfcsser (Radius) eine Linie vom Mittelpunkte nach 
dem Umfang. 

§. 15. Geradlinige Figuren sind ebene Räume, die 
von geraden Linien eingeschlossen werden, und zwar : 
Dreiecke, die von drei, Vierecke, die von vier, Vielecke, 
die von mehr als vier geraden Linien begrenzt sind. 

.^S. 16. Eine Diagonale ist eine solche Linie, die zwei 
nicht an einander grenzende Ecken einer mehr als drei- 
seitigen Figur verbindet. 

n(n— 3) 
Anm. Die Anzahl der Diagonalen in einem nEck ist k 

S. 17. Eine regelmässige Figur ist eine solche, deren 
Seiten und Winkel alle untereinander gleich sind. 

S. 18. Ein Dreieck heisst gleichseitig, wenn es drei 
gleiche Seiten, gleichschenklig, wenn es zwei gleiche 
Seiten, und ungleichseitig, wenn es drei ungleiche Seiten 
hat. Beim gleichschenkligen Dreieck heissen die beiden 
gleichen Seiten die Schenkel, die dritte Seite die Grund- 
linie (Basis) des Dreiecks. Ferner heisst ein Dreieck 
rechtwinklig, wenn es einen rechten Winkel, stumpfwink- 
lig, wenn es einen stumpfen Winkel und spitzwinklig, wenn 
es drei spitze Winkel hat. 
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§. 19. In einem rechtwinkligen Dreieck heisst die 
Seite, die dem rechten Winkel gegenüberliegt, die Hypo- 
tenuse, die beiden anderen heissen Katheten. 

§. 20. Das Loth von einer Winkelspitze auf die 
gegenüberliegende Seite eines Dreiecks gefällt, heisst eine 
Höhe des Dreiecks, die Linie von der Spitze nach der 
Mitte der gegenüberstehenden Seite eine Mittellinie. 

Fordenuigrssfttze. 

A. Der Construction. 

S. 21. Zwischen je z\«rei Punkten eine gerade Linie 
zu ziehen. 

§.^ 23. Jede gegebene gerade Linie an jeder beliebi- 
gen Seite zu verlängern. 

$. 23* Um jeden gegebenen Punkt als Mittelpunkt 
mit jeder gegebenen Ldnge einen Kreis zu beschreiben. 

B. Des Beweises. 

S. 24. Zwischen zwei Punkten ist nur eine gerade 
Linie möglich. 

§. 25. Zwei parallele Linien machen mit einer be- 
liebig schneidenden dritten Linie nach gleicher Seite zu 
gleiche Winkel. 

Anm. Man hat vielfach versucht diesen Satz zu beweisen, 
doch siebt es keinen genügenden elementar-geometrischen Beweis, 
weshalb wir den Satz unter die Forderungssätze aufgenommen haben. 

Crrandsätze. 

§. 26. Sind zwei Grössen einer Dritten gleich, so 
sibd sie unter einander gleich. 

§. 27. ^Gleiches zu Gleichem addirt giebt Gleiches. 
§♦ 28. ^Gleiches von Gleichem subtrahirt giebt Gleiches. 

Gleiches mit Gleichem multiplicirt giebt Gleiches. 

Gleiches durch Gleiches dividirt giebt Gleiches. 

Grösseres zu Gleichem addirt giebt Grösseres. 

Grösseres von Gleichem subtrahirt giebt Klei- 

Was einander deckt, ist einander gleich. 
Das Ganze ist grösser als sein Theil. 



s 


29. 


§ 


30. 


§. 


3i. 


§. 


32. 


neres. 




§. 


33. 


s. 


34. 



Digitized by 



1* 

Google 



Von Linien und Winkeln. 

§. 35. Erklftrung. Nebenwinkel sind^zwei Win- 
kel, die einen Schenkel gemeinschaftlich haben und deren 
andere Schenlcel eine gerade Linie bilden ohne zusammen 
zu fallen. 

Frage. Wie entstehen Nebenwinkel? 
S. 36. Lehrsatz. Nebenwinkel betragen zusammen 
genommen so viel als zwei rechte Winkel« 

C Vor. ABC und CBD sind ^febel- 

winkel. 
Beb. ABC + CBD =» 2 Rechten. 
^ .j, Bew. Da ABC und CBD Neben- 

.^ Winkel sind, so bilden die nicht ge- 

^^' meinsamen Schenkel AB und BD eine 

gerade Linie oder einen gestreckten Winkel, mithin betra- 
gen die Winkel ABC und CBD zusammen einen gestreck- 
ten Winkel oder so viel als zwei rechte Winkel. 

$.37.* Lehrs. (Umkehrung des Vorigen.) Betra- 
gen zWe\ Winkel, die den Scheitelpunkt und einen Schen- 
kel gemein haben, zwei Rechte, ohne übereinander zu lie- 
gen, so liegen die nicht gemeinsamen Schenkel in gera- 
der Linie. 

S. 38. Er kl. Scheitelwinkel sind zwei solche Win- 
kel, von denen der eine zwischen den über den Scheitel- 
punkt hinaus verlängerten Schenkeln dos andern liegt. 
Frage. Wie entstehen Scheitelwinkel? 
S. 39. Lehrs. Scheitelwinkel sind einander gleich. 
Vor. ABC und DBE sind Scheitelwinkel. 
Beh. ABC = DBE. 

Bew. Da ABC und DBE Scheitelwinkel 
sind, muss DB mit BC und BE mit BA ge- 
streckte Winkel bilden, mithin' beträgt 

1) ABC 4- DBA = 2 Rechte 

2) DBE + DBA == 2 Rechte 
ABC + DßA|= DlJE -f üßA (§. 26.) 

DBA = ^ DBA 




Fig. 2. 



ABC = ÜBE w. z. b.w. (S. 28.) 
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Von Linien und Winkeln. 5 

S. 40.* Lehrs. (Umkehrttng des Vorigen.) Stossen 
zwei gleiche Winkel mit ihren Spitzen so aneinander, dass 
ein Schenkel jdes einen Winkels eine Verlängerung eines 
Schenkels des andern ist, und liegen die Winkel auf ver- 
schiedenen Seiten der hierdurch gebildeten geraden Linie, 
so bilden die andern beiden Schenkel gleichfalls eine 
gerade Linie. 

S. 41* Erkl. Werden zwei Linien von einer dritten 
durchschnitten, so heissen von den an beiden Seiten der 
schneidenden Linien entstandenen Winkeln die vier, welche 
zwischen den beiden ersten Linien liegen, innere, die an- 
deren vier äussere Winkel. Man nennt nun in dieser Fi- 
gur, indem man irgend zwei nicht an demselben Scheitel- 
punkt liegende Winkel verbindet: 

1) Gleichliegende oder correspondirende Winkel oder 
auch Gegenwinkel zwei solche Winkel, die*" an derselben 
Seite der schneidenden Geraden liegen, und von denen 
der eine, ein innerer, der andere ein äusserer Winkel ist; 

2) Wechselwinkel zwei solche Winkel, die an ver- 
schiedenen Seiten der schneidenden Geraden liegen und 
entweder beide innere oder beide äussere Winkel sind; 

3) Entgegengesetzte Winkel zwei solche Winkel, die 
'an derselben Seite der schneidenden Geraden liegen und 

entweder beide innere oder beide äussere Winkel sind; 

4) Verschränkte Winkel zwei solche Winkel, die an 
verschiedenen Seiten der schneidenden Geraden liegen 
und von denen der eine ein innerer, der andere ein 
äusserer Winkel ist. 

§. 42. Lehrs. 1) Wechselwinkel an Parallelen sind 
einander gleich. 

2) Entgegengesetzte Winkel an Parallelen betragen 
zusammengenommen zwei rechte Winkel. 

3) Verschränkte Winkel an Parallelen betragen zu- 
sammen genommen zwei rechte Winkel. 

H 1, Vor. ABH und GEF sind Wechsel- 

winkel an Parallelen. 
fl^ C Beh. ABH = GEF. 

Bew. Man nehme den correspbndiren- 
-^F den Winkel von ABH, nämlich DEB, zu 
Hülfe, so ist 

1) ABH = DEBalscorr.W.anParall.(S.25.) 
Fig' ?. 2)_GEF = DE B als Scheitelw. 

ABH = GEF (nach § 26) w. z. b. w. 
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6 Erster Abschnitt. 

§. 42. 2. Vor, ABH und DBG sind entgegenge- 
setzte W. an Parallelen. 

Beh. ABH + DEG = 2 Rechten. 
Bew. Man nehme den corresp. Winkel 
von ABH, nämlich DEB, zu Hülfe, so ist 

1) ABH = DEB als corresp. W. an Pa- 
rallelen (§.25), 

2) DEB + DEG = 2 Rechten, als Neben- 
winkel; setzt man nun hier an Stelle des 

Fig. 4. Winkels DEB den gleichen Winkel ABH, 

so ergiebt sich ABH + DEG = 2 Rechten w. z. b. w. 

§. 42. 3. (Fig. 4,) Vor. ABH und BEF sind ver- 
schränkte W. an Parallelen. 

Beh. ABH + BEF = 2 Rächten. 

Bew. Man nehme den correspondirenden W. von 
ABH, nämlich DEB, zu Hülfe, so ist i) ABH =3 DEB als 
corresp. W. an Parallelen (§. 25); 2) DEB + BEF = 2 
Rechten als Nebenwinkel. Setzt man in letzterer Zeile an 
Stelle des Winkels DEB den gleichen WinkeUABH, so er- 
hält man ABH + BEF = 2 Rechten w. z. b. w. 

§. 43. Lehrs. Umkehrungen der Vorigen. 

Werden zwei Linien von einer Dritten durchschnitten 
und sind: 

i) zwei gleichliegende Winkel einander gleich, oder 

2) zwei Wechselwinkel einander gleich, oder 

3) betragen zwei entgegengesetzte Winkel zwei Rechte, 
oder 

4) betragen zwei verschränkte Winkel zwei Rechte, so 
sind die durchschnittenen Linien parallel. 

1. Vor. »»ABH und DEB sind corresp. 
Winkel und einander gleich. 

Beh. AB 1 1 DE. 

Bew. Wäre AB nicht parallel DE, so 
müsste man durch den Punkt B eine Pa- 
ralleleBJ Zu DE ziehen können; dann wäre 
HB J = DEB als cforresp. Winkel an Paral- 
lelen und HBA = DEB nach Voraussetz 

, 26 HBJs=HBA, was unmöglich ist, da 

ersterer nur ein Theil des letzteren ist; mithin kann im Punkt 

B eine andere Parallele zu ED als BA nicht gedacht werden. 

2. (Fig. 4) Vor. p und v sind Wechselwinkel an 

den Linien AC und DF und einander gleich. 




Digitized by 



Google 



Von Linien und Winkeln« 7 

Beb. Die Linien AC und DF sind parallel. 
Bew. Est ist pssy nach Yorauss. 

t = V als Scheitelw. 

p =s t mithin n.$.43. 1. AC 1 1 DF q. e. d. 

3. (Fig. 4.) Vor. p und w sind entgegengesetzte Win- 
kel an den Linien AG und DF und betragen zwei Rechte. 

Beb. Die Linien AC und DF sind parallel. 
Bew. Es ist p + w = 2 R. nach Vor. 

t + w g=3 2 R. als N ebenwinkel. 
p 4- w = t -h w; daher wenn man auf 
beiden Seiten die Winkel w weglftsst, p=3t mithin nach 
S. 43. 1. die Linien AC und DF parallel q. e. d. 

4. (Fig. 4.) Vor. p'und u sind verschränkte Win- 
kel an den Linien AC und DF und betragen zwei Rechte. 

Beb. AC||DF. 

Bew. p + u = 2 R. nach Vor. 

u -f t = 2 R. als Ne benw^ 
p 4- u = u -f- 1 und wenn man auf beiden Sei- 
ten den greichen Winkel u weglässt, p = t mithin nach 
S. 43. 1. AC I ( DF q. e. d. 

§. 44. Erkl. Gleichläufige Winkel sind solche Win- 
kel, deren Schenkel von verschiedenen Scheitelpunkten aus 
nach gleicher Richtung parallel laufen. 

Gegenläufige Winkel sind solche Winkel, deren Schen- 
kel von verschiedenen Scheitelpunkten aus nach entgegen- 
gesetzten Riebtungen parallel laufen. 

Halb gleich-, halb gegenläufige Winkel sind solche 
Winkel, deren Schenkel von verschiedenen Scheitelpunk- 
ten aus das eine Paar nach gleichen, das andere Paar nach 
entgegengesetzten Richtungen parallel laufen. 

§. 45. Lehrs. 1) Gleichläufige W. sind einander gleich. 

2) Gegenläufige Winkel sind einander gleich. 

3) Halbgleich halbgegenläufige Winkel betragen zu- 
sammen genommen zwei Rechte. 

Frage. Wie heissen die Umkehrungen dieser Sätze? 
A Vor. ABC und DEF sind gleichläufige W. 

/ H Beb. ABC = DEF. 

, / Bew. Man verlängere zwei der nicht 

^ V^^ parallelen Schenkel BC und EF bis sie sich 
in G schneiden und nehme den an diesen 
-F Punkt entstandenen cerr. Winkel HGC von 
Fig. 6. ABC zu Hülfe; so ist 
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S Erster Abschfiitt. 

1) ABC = HGC ) , «r « „ . 

2) DEF = HGC \ **^ corresp. W. an Parallelen. 

ABC = DEF q. e. d, 

2. Tor. ABC und DEF sind gegen- 
läufige Winkel. 

Beb. ABC = DEF. 

Bew. Man verlängere zwei der nicht 
parallelen Schenkel BC und DE, bis sie 
sich in 6 schneiden, und nehme den 
entstandenen correspondirenden Winkel 
HGC von ABC zu Hülfe, so ist 

1) ABC = HGC als corresp. Winkel 

2) DEF = HGC als W echselwinkel. 
ABC = DEF q. e. d. 

3. Vor. ABC und DEF sind halb 
gleich- halb gegenläufige Winkel. 
Beb. ABC + DEF = 2 Rechten. 
Bew. Man verlängere zwei nicht 
/ parallele Schenkel BC und ED, bis 

/ sie sich in G schneiden und nehme 

^' — 'E den entstandenen correspondirenden 

m« ft Winkel von ABC, nämlich HGC, zu 

^' Hülfe, so ist 

i) ABC = HGC als corresp. W. 
2) HGC + DEF = 2 Rechten als verschränkte 
Winkel. Setzt man nun in dieser Zeile an Stelle des Win-, 
kels HGC den gleichen Winkel ABC, so erhält man 
ABC 4- DEF = 2 Rechten q. e. d. 

S. 46. Er kl. Wird eine Seite einer geschlossenen 
geradlinigen Figur über einen Endpunkt hinaus verlän- 
gert, so heisst der Winkel, den die Verlängerung mit der' 
zweiten an denselben Endpunkt stossenden Seite bildet, 
ein Aussenwinkel der Figur. 

S. 47. Lehrs. Ein Aussenwinkel eines Dreiecks ist 
so gross als die beiden Innenwinkel, welche nicht Neben- 
winkel desselben sind, zusammen genommen. 

Vor. BCD ein Aussenwinkel des Drei- 
ecks ABC. 
Beh. BCD==BAC + ABC. 
Bew. Man ziehe von C eine Parallele 
CE zu AB, so ist 

1) ^ BAC = ^ ECD als corresp, W. 

2) ^ ABC == ^ E CB als Wechselw. 

also n. S. 27; ^ BAC + ^ ABC = ^ BCD q. e. d. 
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Von Linien und Winkeln. 

$. 48. Lehrs. Verlängert man jede Seite einer ge- 
schlossenen Figur, jedoch so, dass nicht zwei Seiten über 
denselben Eckpunkt hinaus verlängert sind, so beträgt die 
Summe der so entstandenen Aussenwinkel 4 Rechte. 

Vor. A, B, C, D, E sind die Aussen- 
winkel eines beliebigen Fünfecks. 
Beh. A + B + C + D4-E = 4 R. 
B e w. Man ziehe von einem beliebigen 
Punkt innerhalb oder ausserhalb der Fi- 
gur Parallelen in der Richtung der ver- 
längerten Seiten und nenne die so erhal- 
Fig.io. tenen gleichläufigen Winkel der Aussen- 

winkel a, b, c, d, e so ist a + b + c + d + e = 4 Rech- 
ten als Winkel um einen Punkt; setzt man nun statt dieser 
Winkel die ihnen beziehlich gleichen gleichläufigen Winkel 
A, B, C, D, E ein, so erhält man A + B + C + D + E = 4 
Rechten q. e. d. 

§. 48a. Lehrs. Die Innenwinkel einer Figur betragen 
zusammengenommen doppelt so viel Rechte, als die Figur 
Seiten hat, weniger vier Rechte ; also beim Dreieck 2 
Rechte, beim Viereck 4, beim Fünfeck 6 etc. 

Bew. Fig. 10. Vor. F, G, H, I, K sind die Innen- 
winkel eines beliebigen Fünfecks. 

Beh. F + G + H4-I + K = 6 Rechten. 
Bew. Die Winkel F, G, H, J, K betragen paarweise 
mit den ihnen zugehörigen Aussenwinkeln A, B, C, D, E 
zwei Rechte als Nebenwinkel, ^ also alle zehn Winkel zu- 
sammengenommen zehn (2n) Rechte; da nun die Aussen- 
winkel nach vorigem Satz 4 Rechte betragen, so bleibt für 
die Innenwinkel 6 Rechte (2n— 4) übrig. 

Zusatz I. Bei einer regelmässigen Figur von n 

Seiten beträgt jeder Winkel Rechte, also beim Dreieck 

-g- R., beim Viereck -j- R., beim Fünfeck -^ R. etc. 

Frage. Wie viel Grade beträgt daher ein Winkel im 
regelmässigen Dreieck, Viereck, Fünfeck, ••••, nEck? 

Zusatz 2. Sind in zwei Dreiecken zwei Winkel des 
einen Dreiecks einzeln verglichen gleich zwei Winkeln 
des andern, so müssen auch die dritten Winkel einander 
gleich sein. 
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^mtxUt ^bfdinUt. 



Von der Congraenz der Dreiecke nnd vom gleichschenk- 
ligen Dreieck. 

S. 49. Erkl. Zwei Figuren heissen congruenty wenn 
sie so auf einander gelegt werden können, dass sie sich 
decken, oder was dasselbe ist, wenn alle Seiten und Win- 
kel der einen Figur der Reihe nach einzeln verglichen 
gleich sind den Seiten und Winkeln der andern Figur. 

Ein Lehrsatz der Congruenz ist die Behauptung, dass 
aus der Gleichheit einiger Stücke zweier Figuren die 
Gleichheit der übrigen folge. Die Stücke, deren Gleich- 
heit vorausgesetzt wird, heissen- Bestimmungsstücke. 

Frage. Wie vielmal lassen sich aus den 6 Stücken 
eines Dreiecks, nänolich den Seiten a, b, c und den Winkeln 
a, ßj Y ^^^^ Stücke heraussuchen und welche verschie- 
denen Falle kann man unter diesen Zusammenstellungen 
je dreier Stücke unterscheiden? 

§. 50. Lehrs. (Ister^ Congruenzfail.) Wenn zwei 
Seiten und der dazwischen liegende Winkel eines Dreiecks 
einzeln verglichen gleich sind zwei Seiten und dem da- 
zwischen liegenden Winkel eines andern Dreiecks, so sind 
die Dreiecke congruent. ^ 

Vor. AB = DE, AC = DF, ^ BAC 
B —^ EDF. 

Beh. ADEF^ AABC. 

Bew. Man denke sich das Dreieck 

DEF so auf das Dreieck ABC gelegt, 

dass DF auf AC fällt, dann muss wegen 

Gleichheit der Winkel D und A die 

Seite DE in die Richtung von AB, und 

Fig. 11. wegen Gleichheit der Seiten DE und 

AB der Punkt E auf B fallen, mithin 

decken sich die Dreiecke, und sind auch die übrigen in 

der Voraussetzung nicht benannten Stücke gleich. 

Anm. Nenne die Stücke, deren Gleichheit hiernach bewie- 
sen ist. 

S. 51. Lehrs. (2ter Congruenzfail.) Wenn eine 
Seite und zwei Winkel eines Dreiecks einzeln verglichen 
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Von der Congraens und dem gleichschenkligen Dxeieck. H 

gleich sind einer Seite und zwei in Bezug auf diese fthn- 
lich gelegenen Winkeln eines andern Dreiecks^ so sind die 
Dreiecke congruent. 

Ister Fall. Die Winkel sfnd die beiden an der vor- 
kommenden Seite anliegenden. 

2t er Fall. Die Winkel sind ein an der vorkommen- 
den Seite anliegender und der gegenüberliegende. 

Fig. H. Vor. AC = DF,^ A = ^D,AC = ^F. 
V Beb, ADEF^ A ABC. 
Bew. Man denke sich das Dreieck DEF so auf das 
Dreieck ABC gelegt, dass DF auf AC Mlij dann muss 
wegen Gleichheit der Winkel D und A die Seite DE in die 
Richtung von AB und wegen Gleichheit der Winkel F und 
C die Seite FE in die Richtung von CB fallen, mithin liegt 
auch der Durchschnittspunkt E der Seiten DE und FE auf 
dem DurchschjHttspunkt B der Seiten AB und CB und decken 
sich also die Dreiecke. « 

Anm. Der zweite Fall wird mit Hülfe von §. 48 a Zusatz 2 
leicht anf den ersten Fall zuräckge führt. 

§. 52. Lehrs. Im gleichschenkligen Dreieck sind 
die Winkel an der Grundlinie einander gleich. 
Vor. AB = BC. 
Beb. ^A==-^C. 
Bew. Das Dreieck ABC ist dem 
Dreieck CBA aus zwei Seiten und dem 
eingeschlossenen Winkel congruent, mit- 
hin kann es auf sich selbst so umge- 
Ficr 12 'ö?^ werden, dass der Punkt B liegen 

^' * bleibt, aber die Seite BA auf BC, BC 

auf BA fällt; also decken sich die Winkel A und C gegen- 
seitig. 

S. 53 Lehrs. (ümkehrung des Vorigen.) Wenn in 
einem Dreieck zwei Winkel einander gleich sind, so sind 
auch die diesen Winkeln gegenüberstehenden Seiten gleich. 
Fig. 12. Vor. AA = ^C. 
Beb. AB = BC. 

Bew. Das Dreieck ACB ist dem Dreieck CAB aus 
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln congruent, 
mithin kann es so auf sich selbst umgelegt werden, dass 
der Punkt A auf C, und C auf A fällt und decken sich dann 
die Schenkel AB und CB gegenseitig. 

$. 54» Lehrsätze über die Mittellinie von der Spitze 
des gleichschenkligen Dreiecks. 
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1<2 Zweit er Abschnitt. 

i) Halbirt man den Winkel an der Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks, so steht die Halbirungslinie auf der 
Grundlinie senkrecht und halbirt dieselbe. 

21) Zieht man von der Spitze eines gleichschenkligen 
Dreiecks eine Linie nach der Mitte der Grundlinie, so hal- 
birt diese den Winkel an der Spitze und steht senkrecht 
auf der Grundlinie. 

3) Fallt man von der Spitze eines gleichschenkligen 
Dreiecks ein Loth auf die Grundlinie, so halbirt dies den 
Winkel an der Spitze und die Grundlinie. 

4) Errichtet man auf der Mitte der Grundlinie eines 
gleichschenkligen Dreiecks . ein Loth, so trifft dies die 
Spitze desselben. 

Die Sätze §. 54. 1, 2. 3. werden sämmt- 
lich durch die Congruenz der beiden Drei- 
ecke ABD und CBD (Fig. 13) leicht be- 
wiesen. 
4. Vor. AB = BC, AD = DC, DE 1 AC 
Beh. DE muss die Spitze B treffen. 
Fig 13. B e w. Träfe DE die Spitze nicht, so 

müsste es in Punkt D zwei verschiedene 
Lothe auf AC geben, nämlich DE, das nach Annahme ein 
Loth ist und DB nach $. 54 Nr. 2. Dies* ist aber unmög- 
lich und es muss also DE mit DB zusammenfallen, d. h. 
d>e Spitze treffen. 

Frage. Welche weiteren Umkehrungen lassen sich 
noch zu diesen Sätzen bilden ? 

§. 55. Lehrs. Verbindet man die Spitzen zweier 
gleichschenkligen Dreiecke von derselben Grundlinie, so 
halbirt die Verbindungslinie die Winkel an den Spitzen. 
Vor. AB= CB, AD = CD. 
Beh. ABE = CBE, ADE = CDE. 
Bew. A ABD ^A CBD nach §,50 
aus den Stücken AB = CB, AD = CD und 
z: BAD = BCD, da BAE = BCE und DAE 
= DCE als Basiswinkel nach §. 52, mit- 
hin nach dein^ Grundsatz Gl. v. Gl giebt 
Gl.; also ist ABD = CBD, und ADB= CDB 
und folglich sind auch deren Nebenwinkel ADE und CDE 
gleich. 

S. 56* Lehrs. In jedem' Dreieck liegt der grösseren 
Seite der grössere Winkel gegenüber. 
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VoD der Congraenz und dem gleichschenkligen Dreieck. 1 3 

Vor. BC :> BA. 

Beh. BAOBCA. 

Bew. Schneide BA von BC ab, zum 
Punkt D ziehe AD, dann ist 1) BAC :> BAD 
(das Ganze ist grösser als der Theil). 2) 
BAD = BDA (S. 52). 3) BDA^BCA, da 
BDA nach $. 47 /o gross ist als BGA 
und DAG zusammengenommen. Also ist 
> BGA (und zwar um den doppelten Winkel DAG) 
b. w. 

§.57. Lehrs. (Umkehrung des Vorigen.) In jedem 
Dreieck liegt dem grösseren Winkel die grössere Seite 
gegenüber. 

Entweder indirect oder wie folgt zu 
beweisen : 
Vor. BAC > BGA. 
Beh. BOBA. 

Bew. Man trage an CA nach aussen 
einen Winkel ACD an, der gleich dem 
Fig. 16. halben Unterschied €|pr Winkel BAC und 

BGA ist und verlängere BA bis es dea 
erhaltenen Schenkel in D trifft; dann ist BCDssBDC, da jeder 
das arithmetische Mittel zwischen den Winkeln BAG uad 
BGA ist, also auch nach $. 53 BC =s BD und folglich grösser 
als BA. 

Zusatz. Unter den Linien, die von einem Punkt 
nach einer Geraden gezogen werden können, ist das Loth 
die kürzeste, und jede Linie, die dem Loth näher liegt, 
kürzer als die entferntere. 

§. 58. Lehrs. In jedem Dreieck beträgt die Summe 
zweier Seiten mehr als die dritte Seite. 

Vor. BAG ein Dreieck. 
Beh. BA+AOBG. 
Bew. Verlängere BA um AG bis D, 
ziehe DG; dann ist ^ BDG = ^ AGD nach 
§. 52 und also kleiner als ^ BGD, mithin 
Fig 17 iviuss auch in dem Dreieck BGD nach §.57 
BG kleiner als BD, d. h. als-BA + AG sein. 
Zusatz 1. Der Unterschied zweier Seiten eines Drei- 
ecks ist immer kleiner als die dritte Seite. 

Zusatz 2. In jeder geradlinigen Figur ist eine Seite 
kleiner als die Summe aller übrigen, oder die gerade Linie 
ist der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten. 
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14 Zweiter Abschnitt. 

9. 59.* Lehirs. Haben zwei geradlinige Figuren 
eine Seite gemein, liegt der übrige Umfang der einen ganz 
innerhalb des Umfanges der ander^^ und hat die einge- 
achlossene Figur keine einspringenden Winkel, so ist der 
Umfang dieser letzteren kleiner als der der umschliessen- 
den Figur. 

Vor. ABCDeijie umschIiessende,AEF6D 
eine umschlossene Figur ohne einsprin- 
gende Winkel. 
Beb. AB + BC + CD > AE 4- EF 
D + FG + GD. 
^' *»• Bew. VerlÄngere AE, EF, FG bis sie 

den Umfang der umschiiessenden Figur beziehlich in H, I, 
K treffen; nun ist nach §. 58 1) AB + BH > AH, 2) 
EH + HI > EI, 3) FI + IC + CK > FK, 4) GK + KD 
> GD. Addirt man diese vier Zeilen und Idsst auf beiden 
Seiten die gleichen Stücke EH, Fl, GK fort, so erhftlt man 
die Behauptung. 

$.60. Lehrs. ^ (3ter Gongruenzfall.) Wenn die drei 
Seiten eines Dreiecks einzeln verglichen gleich sind den 
drei Seiten eines andern Dreiecks, so sind die Dreiecke 
congruent. 

Vor. AB = DE,BC=EF,AC=DF. 
Beh. AABC^ADEF. 
Bew. Man denke sich das Dreieck 
DEF so an das Dreieck ABC gelegt, dass 
DF auf AC, aber der Punkt E auf die 
entgegengesetzte Seite des Punktes B 
in G fällt und ziehe GB. Da nun 
AB = AG und BC = GC ist, so ver- 
bindet die Linie AC die Spitzen der 
^ beiden gleichschenkligen Dreiecke BAG 

^^^- ^ • und BCG, mithin ist nach §. 55 

^ BAC = ^ GAC oder gleich ^ EDF und BGA = GCA 
oder gleich EFD, also sind die Dreiecke ABC und DEF 
congruent» 

§. 61. Lehrs. (4ter Gongruenzfall .) Wenn zwei Sei- 
ten und der der grösseren Seite gegenüberliegende Winkel 
eines Dreiecks gleich sind ähnlich gelegenen drei Stücken 
eines anderen Dreiecks, so sind die Dreiecke congruent. 
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Von der Congruehs and dem gleichschenkligen Dreieck. 15 

Vor. AB=:DE,BC=EF,BOBA, 
BAC = EDF. 

Beb. A ABC ^A DBF. 
Bew. Man denke sich das Drei- 
eck DEF so auf das Dreieck ABC ge- 
legty dass die kleinere Seite DE auf 
AB tülty dann muss wegen Gleichheit 
der Winkel D und A die Seite DF 
in die Richtung der Seite AC fallen; 
fiele nun der Punkt F nicht auf C 
sondern auf einen anderen Funkt von'AC, etwa in 6, so 
müsste, da BC = EF ist, das Dreieck BGC ein gleichschenk- 
liches Dreiecky also der Winkel BGA als Nebenwinkel eines 
Basiswinkels ein stumpfer Winkel sein, was unmöglich ist, 
da er in dem Dreieck ABG der kleineren Seite AB gegen- 
überliegt. Ebenso kann gezeigt werden, dass F nicht in 
die Verlängerung von AC in H fallen kann. Also muss 
F auf C fallen und die Dreiecke sind congruent. 

$. 62.^ Lehrs. Wenn zwei Seiten und der der 
kleineren Seite gegenüberliegende Winkel eines Dreiecks 
gleich sind drei ähnlich gelegenen Stücken eines andern, 
so sind die Winkel, welche der grösseren der Seiten ge- 
genüberliegen, entweder gleich (und « also die Dreiecke 
oongruent) oder ergänzen einander zu 2 Rechten. 

$. 63.* Lehrs. Sind in zwei Dreiecken eine Seite 
und ein anliegender Winkel gleich und ergänzen sich die 
der gleichen Seite gegenüberliegenden Winkel zu zwei 
Rechten, so sind die dem gleichen Winkel gegenüberlie- 
genden Seiten gleich. 

Zusatz. Welche anderen Umkehrungen lassen die 
beiden letztgenannten Sätze noch zu? 

$. 64. Lehrs. Wenn in zwei Dreiecken zwei Sei- 
ten des einen gleich zweien Seiten des andern, die von 
diesen Seiten eingeschlossenen Winkel aber ungleich sind, 
so liegt der grösseren dieser beiden Winkel auch die 
grössere dritte Seite gegenüber. 

Vor. AB=:DE, BC = EF 
^1 ABO ^ DEF. 
Beh. AODF. 
Bew. Man denke seh das Drei- 
eck DEF so auf ABC gelegt, dass 
DE auf AB fällt, dann muss, da 
E -< B ist, die Linie EF inner- 
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16 Zweiter Abschnitt. 

halb des Winkelraumes ABC etwa in der Richtung BG 
fallen, sei nun B6=:£F, so ziehe man noch AG und 
nenne H den . Durchniltspunkt von AC und BG. Nun 
ist BH -f HC > BC oder 66 (naöh $. 58^ also wenn man 
BH abzieht HC > GH Da nun nach §. 58 AH + HG >- AG, 
so muss um so mehr wenn statt HG das grössere Stück 
HC gesetzt wird, AH + HC oder AC > AG sein. 

Anm Die im Beweis gemachte Annahme, dass BQ und AG 
eich schneiden, ist nicht willkürlich , denn da ABC > DEF ist, 
müssen die Winkel A -f- C zusammen kleiner als D -{- F sein, also 
ist jedenfalls mindestens einer der beiden Winkel A oder C kleiner 
als der entsprechende D oder F und an der Seite des kleineren 
Winkels kann die Anlegung geschehen. 

S. 65. Lehrs. (Hmkehrung des Vorigen.) Wenn 
in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen gleich zweien 
Seiten des andern, die dritten Seiten aber ungleich sind, 
so liegt dem grösseren dieser beiden Seiten auch der 
grössere Winkel gegenüber. 

Vor.AB=DE,BC=DF,AC^DF. 
Beb. ^ ABC >^ DEF. 
Bew. indirect leicht zu führen. 
Soll der Beweis direct geführt wer- 
den, so müsste der Satz eine andere 
Stellung erhalten, da dann $. 124 
zum Bew. gebraucht wird. Man denke 
^ sich DEF auf ABC gelegt, so dass 
"C,. ^^ 'DE auf AB fällt, dann muss wegen 

rig. ^4. Gleichheit von EF und BC der Punkt 

F auf die Peripherie des um B mit BC beschriebenen Halb- 
kreises fallen, welcher sich diesseits von AB befindet. Weil 
aber DF kleiner als AC ist, muss er innerhalb der Peri- 
pherie des um A mit AC beschriebenen Halbkreises sich 
befinden. Er muss sich also auf dem Slück CH der 
Peripherie des erstgenannten Halbkreises befinden, wel- 
ches innerhalb des zweiten Halbkreises liegt. Da nun 
AB + BC = AI > AC ist, liegt der Theil IC der Peripherie 
des um B beschriebenen Halbkreises, welcher ausserhalb ' 
des Winkelraums ABC liegt, auch gleichzeitig ausserhalb 
des um A beschriebenen Halbkreises und daher. der Theil 
CH, welcher innerhalb des um A beschriebenen Aalbkreises 
fällt, auch gleichzeitig innerhalb des Winkelraums ABC, 
mithin ist der Winkel DEF kleiner als ABC. 
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Von der Congraeni und dem gleiobsehenkligen Dreieck. 17 

Aufgraben Kwun zweiten Abschnitt. 

' S. 66. Aus den gegebenen drei Seiten ein Dreieck 
zu.construiren. 

< Gejgfeben die Strecken a, b, c, man 

soll ein Dreieck construiren, dessen 
Seiten diesen Strecken gleich sind. 

Aufl. Man ziehe eine Strecke DE =3 a, 
beschreibe um D mit b^und um E mit 
c Kreisbogen, welche sich in F schnei- 
\ den, so ist DEF das verlangte Dreieck. 

ö * « Bew. leicht. 

Fig. 23. Anm. In welchem Fall Ist kein Drei- 

eck möglich? 
S. 67. Einen gegebenen Winkel an eine gegebene 
Linie in einem bestimmten Punkt derselben anzutragen. 

Gegeben die Winkel ABC und 
die Linie DE, man soll den Win- 
kel ABC an die Linie DE bei D 
antragen. 

Aufl. Beschreibe mit einer 
beliebigen Zirkelöffnung um B 
einen Kreis, der die Schenkel 
des gegebenen Winkels in A und C trifft, beschreibe dann 
mit derselben Zirkelöffnung einen Kreis um D, der die 
gegebene Linie in E trifft, und dann mit der Zirkelöffnung CA 
einen Kreis um E, der den vorigen Kreis in F trifft, so 
ist FDE der verlangte Winkel. 

Bew. Aus der Congruenz der beiden Dreiecke ABC 
und FDE nach $. 60. 

$. 68. Durch einen gegebenen Funkt mit einer ge- 
gebenen Geraden eine Parallele zu ziehen. 




5 



Gegeben die Lini« AB und der Punkt 
C ausser ihr. Man soll durch den Punkt 
^ C eine Parallele mit AB zielten. 

"d "" ^ Aufl. Hau ziehe von C eine be- 
Fig. 25. liebige Linie CD auf AB und trage 

einen der entstandenen Winkel CDB an CD in C nach der 
entgegengesetzten Seite zu an, so ist der nun erhaltene 
Schenkel CE die verlangte Parallele. 
Bew. nach $. 43. 2. 
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18 Zweiter Abschnitt. 

$. 69. Aus zwei Seiten und einem Winkel ein Drei- 
eek zu construiren, so dass der Winkel der von den ge- 
gebenen Seiten eingeschlossene wird. 

Anm. Mit Hülfe von §. 67 za constraircn. 

§. 70. Aus zwei Seiten und einem Winkel ein Drei- 
eck zu construiren, so dass der Winkel einer der Seiten 
gegenüberliegend wird. 

Aufl. Man lege die Seite, welcher der Winkel nicht 
gegenüber liegen soll, hin, trage an einem Endpunkt der- 
selben den gegebenen Winkel an und beschreibe uni den 
anderen mit der zweiten gegebenen Seite einen Kreis, der 
den Schenkel des angetragenen Winkels in der dritten 
Dreiecksecke trifft. 

Anm. Man unterscheide die beiden Fälle, ob die dem 
gegebenen Winkel gegenüberliegende Seite die grössere 
oder die kleinere von den beiden gegebenen ist. 

§. 71. Aus einer Seite und zwei Winkeln, ein Drei- 
eck zu construiren, so dass beide Winkel an der gege- 
benen Seite anliegend werden. 

* Anm. Mit Hülfe von §. 67 zu conötruiren. 

$. 72, Aus einer Seite und zwei Winkeln ein Dreieck 
zu construiren, so dass der eine Winkel ein an der gegebenen 
Seile anliegender, der andere ein gegenüberliegender wird. 
Gegeben die Strecke a und die Win- 
kel b und c; man soll ein Dreieck 
construiren, worin a eine Seite, b ein 
daran liegender Winkel und c der 
gegenüberliegende Winkel ist. 

Aufl. Man ziehe eine Strecke 
DE = a, trage daran in D, und an 
die verlängerte Strecke DE in E den 
Fiff 26 Winkel b, an den Schenkel EH des 

zuletzt erhaltenen Winkels trage man 
nun noch c an, dessen Schenkel den des in D angetrage- 
nen Winkels in F trifft, so ist DEF das verlangte Dreieck. 
Bcw. EH ist parallel DF nach §.43. 1, und deshalb 
^ F = .1 FEH oder o nach §. 42. 1. 

§. 73. Auf einer gegebenen Linie in einem bestimm- 
ten Punkt derselben eirt Loth zu errichten. 
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Gegeben die Linie AB und in ihr der 
Punkt D, niart soll in D ein Loth auf 
AB errichten. 

Aufl. Man schneide von D aus auf 
der gegebenen Linie nach beiden Sei- 
^len gleiche Stücke DE und DF ab und 
construire über der erhaltenen Strecke 
EF ein gleichschenkliges Dreieck EGF, 
so ist DG das. verlangte Loth 
Bew nach § 54. 2- 
§- 74. Von einem gegebenen Punkt auf eine ireire- 



Fig. 27. 



bene Linie ein Loth zu fällen. 



ii 
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Fig 28. 



Gegeben die ^rade Linie AB und 
ausserhalb derselben der Punkt C; man 
soll von C auf AB ein Loth fällen. 

Aufl. Man beschreibe um C einen 
Krei^, der die Linie AB in den Punkten 
D und E trifft, construire über oder 
unter DE ein gleiehschenkliges Dreieck 
DEF und verbinde de£(sen Spitze F mit 
C, so ist CP das verlangte Loth. 

Bew. nach $. 55. 

$. 75. Eine gegebene Strecke zu halbiren. 

Gegeben die Strecke AB; man soll 
sie halbiren. 

Aufl. Man beschreibe über und 
unter AB je ein gleichschenkliges Drei- 
eck ABC und ADB und verbinde de- 
ren Spitzen C und D, so ist der Durch- 
schnittspunkt von CD mit AB die Mitte 
von AB. 
Bew. nach § 55. 
Einen gegebenen Winkel zu halbiren. 

Gegeben der Winkel BAC; man soll 
ihn halbiren. 
;^^F Aufl. Man schneide von A aus 
gleiche Stücke AD und AE auf den 
Schenkeln des Winkels ab, construire 
i^ig' 30. ^5g^ j)ß gjyj gleichschenkliges Dreieck 

DEF und verbinde dessen Spitze F mit A, so ist FA die 
gesuchte Halbirungslinie des Winkels BAC. 
Bew. nach §. 55. 

2* 
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20 Dritter Abschnitt. 

S. 77,* In dem Endpunkt einer gegebenen Linie ein 
Loth zu errichten, ohne die Linie zu verlängern. 

Gegeben die Linie AB, man soll in ihrem 
Endpunkt ein Loth errichten. 

Aufl. Man construire über einer belie- 
bigen von B anfangenden Strecke BA der 
gegebenen Linie AB ein gleichschenkliges 
Dreieck BAC und verlängere dessen Schen- 
^^p^^l kel AC um sich selbst bis zum Punkt D, 

so ist DB das verlangte Loth. 
Bcw« Da BAC und BDC gleichschenklige Dreiecke 
sind, ist GAB = CBA und CDB = CßD, also GAB + GDB 
= CBA + GBD; da nun die genannten 4 Winkel die Win- 
kel des Dreiecks ABß ausmachen und also zwei Rechte 
betragen, ist ABC + CBD = 1 Rechten q. e. d. 

S. 77a. Einen rechten Winkel in drei gleiche Theile 
zu theilen. 

Gegeben der rechte Winkel BAC; man 

soll ihn in drei gleiche Theile theilen. 

Aufl. Man schneide auf einem Schen- 

^ kel von A an ein beliebiges Stück AB ab 

Fiff 32. ^^^ construire über AB ein gleichseitiges 

Dreieck ABD, so ist /_ DAG = \ des Winkels BAC. 



B 



Prittrr ^bfd)mtt. 

Von den Arten der Parallelogramme und ihren 
Eigenschaften. 

$. 78. Er kl. Eine zu ihrem Anfangspunkte zuriäck- 
kehrende gebrochene Linie, die aus vier geraden Linien 
besteht, heisst ein einfaches Viereck. Es gicbt drei Arten 
einfacher Vierecke: 

i) Das convexe oder gewöhnliche, worin keine Ecke 
innerhalb des von den drei anderen gebildeten Dreiecks 
liegt und worin sich die^ Seiten alle erst in ihren Ver- 
längerungen schneiden oder parallel sind. 
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2) Das Viereck mit einspringendem Winkel, worin 
einer der vier Eckpunkte innerhalb des von den drei an* 
deren gebildeten Dreiecks liegt. 

3) Das überschlagene oder sich selbst schneidende 
Viereck, worin keine Ecke innerhalb des von den drei 
anderen gebildeten Dreiecks liegt, und in welchem sich 
zwei Seiten durchschneiden, ohne dass sie verlängert 
werden. 

Nur das erste der drei Vierecke wird im Folgenden 
betrachtet und ist unter Viereck schlechtweg immer zu 
verstehen. 

S. 79. Er kl. i) Ein Viereck mit zwei parallelen 
Seiten heisst ein Paralleltrapez. 

*2) Ein Viereck mit parallelen Gegenseiten heisst ein 
Parallelogramm. 

3) Ein Parallelogramm, in welchem zwei anstossende 
Winkel gleich sind, heisst ein Rechteck (Oblongum). 

4) Ein Parallelogramm, in welchem zwei anstossende 
Seiten gleich sind, heisst eine Raute (Rhombus). 

5) Ein Parallelogramm, in welchem zwei anstossende 
Seiten und Winkel gleich sind, heisst ein Quadrat. 

$. 80. Lehrs. In einem Parallelogram sind 

1) die Gegenwinkel gleich; 

2) die Gegenseiten gleich; und 

3) halbiren sich die Diagonalen, 
it iv 1. Von ABCD ein Parallelogranim. 

Beh. A A = ^C und^B = ^D, 
d. h. AB II CD, BCIIAD. 

Be w. Nach $. 45. 2. sind A und E als 
gegenläufige Winkel einander gleich und 
aus demselben Grunde auch B und D. 
2. Vor. ABCD ein Parallelogramm. 
Beh. BC = AD,AB = CD. 
Constr. Man ziehe die Diag. BD. 
Bew. Das Dreieck ABC ist con- 
gruent dem Dreieck CDA wegen 
Gleichheit der Stücke 1) AC = AC, 2) 
^BCA=^CADu. 3)i^BAC=^DCA 
als Wechselwinkel an Parallelen ($. 42. 1), mithin nach 
S. 52 und folglich 1) AB = CD, da sie in congruenten 
Ä A den gleichen^ Winkeln AGB und CAD gegenüberliegen 
und 2) AD = BC, da sie den gleichen Winkeln BAC und 
DCA gegenüberliegen. 
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3. Vor. ABCD ein Parallelogramm. 
AC und BD die Diagonalen, die &ich 
in E schneiden. 

^ ^ Beh. AB = CE, BE = DE. 

A ü »ew. AAEDA^CEB aus den 

Fig. 35. Stücken 1) AD = BC nach $. 80. 2. 

2) ^ EAD = ^ ECB und 3) ^ JEDA 

=3 ERC als Wechselwinkel an Parallelen nach §. 42. i. 

Mithin 1) AE=3CE, da sie in congruenten Dreiecken den 

gleichen Winkeln EDA und EBC und 

2) DE =3 BE, da sie den gleichen Winkeln EAD 

und ECB gegenüberliegen. 

§. 81. Lehrs. Umkehrungen der Vorigen. 

1) Sind in einem Viereck die Gegenwinkel gleich^ 
so ist dasselbe ein Parallelogramm. 

2) Sind in einem Viereck zwei Seiten gleich und 
parallel, so ist dasselbe ein Parallelogramm. 

3) Sind in einem Viereck die Gegenseiten gleich, so 
ist dasselbe ein Parallelogramm. 

4) Halbiren sich in einem Viereck die Diagonalen, so 
ist dasselbe ein Parallelogramm. 

1. Vor. z.A = ^:C, ,iB==^D. 

B^ ß Beb. ABCD ein Parallelogramm. 

/ / Bew. Durch Addition der beiden Zeilen 

[_ I der Voraussetzung entsteht die Zeile A -f B 

ji. iD =C 4- D; da nun die Winkel A^ B, C, 

Fig. "56. D als Winkel in einem Viereck nach 

$. 48. a. 4 Rechte betragen, ^muss A + 
B = 2 Rechten sein, mithin AD || BC nach §. 43. 3; kehrt 
man ab^r vor der Addition die zweite Zeile der Voraus- 
setzung um, so entsteht A + D = B + C, woraus auf gleiche 
W eise, wie vorher, folgt, dass A + D = 2 Rechten und 
folglich AB II DG ist. Also ist bewiesen, dass ABCD ein 
Parallelogramm ist. 

^ C 2. Vor. AB == CD, AB 1 1 CD. 

" Beh. ABCD ein Parallelofframm. 

Bew. Die Dreiecke ABC und CDA 

sind congruent aus den Stücken 1) AB 

= CD nach V., 2) ^BAC = ^DCA als 

Fig. 37. Wechselwinkel an Parallelen, 3) AC = CA 

mithin nach §. 50. Also ist auch ^ BCA 

^ DAC, da sie in congruenten Dreiecken den gleichen 
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Seiten, AB und CD 'gegenüberliegen; und mithin nach 
§. 43. 2. BC II AD, also ABCD ein Parallelogramm. 
3. siehe Figur 37. Vor. AB = CD, BC = AD. 
Beh. ABCD ein Paralielogramin. 
Bew. Die Dreiecke ABC und CDA sind wegen 
Gleichheit der drei Seiten congruent, also ^ BAC = ^ DCA, 
und BCA = DAC, und folglich nach §, 43. 2. 1) AB || CD, 
2)BC||AD w, z. b. vv. ^ II . 

4* Vor. ABOD ein Viereck, E der 
Durchschnitt der Diagonalen und 1) AE 
=3 CE, 2) DC = BE. 
, Beh. ABCD ein Parallelogramm, 
t- oo ß®w. A AED ^ A CEB aus denStücken 

Flg. 38. 1) AE =. CE, 2) DE = BE nach V. und 
3) z. AED = ^ CEB als Scheitelw. >ithin nach §. 50. 
Also ist 1) ^EAD = ^ECB, da sie den gleichen Seiten 
ED und EB gegenüberliegen, und da dies Wechsel winkel 
sind, ist BC j| AD nacli^ §. 43« 2; BC ist aber wegen Con- 
gruenz der Dreiecke nach gleich AD und folglich nach 
S. 81. 2. ABCD ein Parallelogramm. 

§. 82. Lehrs. Im Rechteck sind die Diagonalen 
gleich lang. 

Vor. ABCD ein Rechteck. 

B C Beh. AC = BD. 

Bew. A ABD ^ A DCA aus den 
Stücken 1) AD = DA, 2) AB = CD 
nach §. 80* 2. 3) ^ BAD = ^ CDA, 
Fig. 39. ' ^^^ *^s §• ^^ mithin auch BD = AC, 
da sie den gleichen rechten Winkeln 
gegenüberliegen. 

Zusatz 1. Um deto Schneidungspunkt der Diagonalen 
eines Rechtecks lässt sich ein Kreis beschreiben, der durch 
die vier Ecken geht. 

Zusatz 2. In einem schiefwinkligen Parallelogramm 
ist diejenige Diagonale die längere, welche die spitzen 
Winkel verbindet. 

§. 83. Lehrs. Umkehrung des Vorigen. Sind in 
einem Parallelogramm die Diagonalen gleich lang, so ist 
dasselbe ein Rechteck. 

Fig. 39. Vor. ABCD ein Parallelogramm; BD = AC. 
Beh. ABCD ein Rechteck. 

Bew. A ABD ^ A DCA aus den drei Seiten, mithin 
z. BAD = ^ CDA q. e. d. * 
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* Zusatz. Ein Parallelogramin, um welches sich ein 
Kreis beschreiben lässt, ist ein Rechteck. 

§. 84. Lehrs. In einer Raute stehen die Diagonalen 
senkrecht aufeinander. 

Vor. ABCD eine Raute. 
Beh. BDIAC. 

Bew. Da ABC und ADC gleichschenk- 
lige Dreiecke sind, steht nach $. 55 BD 
senkrecht auf AC. 




Fig. 40. 

S- 85. Lehrs. Umkehrung des Vorigen. Stehen 
in einem Parallelogramm die Diagonalen senkrecht auf ein- 
ander, so ist dasselbe eine Raute, i 

Fig. 40. Vor. ABCD ein ParMIelogramm; BD J_AD. 

Beh. ABCD eine Raute. 

Bew. Sei E der Durchschnittspunkt von 'BD mit AC, 
so ist A AEB ^ A CEB aus den Stücken 1) AE = CE . 
$.80.3. 2)BE = BE. 3) ^BEA = ^BEC nach Vor. 
also nach $. 50 mithin auch AB c=3 BC q. e. d. 

$. 86. Lehrs. Der Sphneidungspunkt d$ir Diagonalen 
einer Raute hat gleichen Abstand von den Seiten derselben. 

Fig. 40. Vor. ABCD eine Raute. 

Beh. E gleichweit von allen vier Seiten entfernt. 

Bew. Aus dem Beweis des* vorigen Satzes ergiebt 
sich, dass die vier Dreiecke AEB, BEC, CED, DEA sämmt- 
lich unter sich congruent sind; mithin müssen auch in^ihnen 
die von E auf die vier Seiten der Raute gefällten Lothe 
gleich sein, da sie einander decken, wenn man die Dreiecke 
übereinander legt, 

* Zusatz 1. Um den Schneidungspunkt der Diago- 
nalen einer Raute lässt sich ein Kreis beschreiben, der 
die vier Seiten berührt. 

^ Zusatz 2. Bei einem ungleichseitigen Parallelo- 
gramm ist der Schneidungspunkt der Diagonalen der län- 
geren Seite näher als der kürzeren. 

§. 87. ♦ Lehrs. Ist der Schneidungspunkt der Dia- 
gonalen eines Parallelogrammes von den Seiten desselben 
gleichweit entfernt, so ist dasselbe eine Raute, 
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Fftllt man von E aaf die 4 Seiten Lothe EF, EG, EH, 
EI, so ist der Satz aus der Congruenz der Dreiecke BEF 
und BE6 etc. leicht zu beweisen. 

Zusatz. Ein Parallelogramm, in welches sich ein 
Kreis beschreiben Idsst, ist eine Raute. 

$. 88. Lehrs. Wenn drei oder mehrere Parallelen auf 
einer schneidenden Geraden gleiche Abschnitte bilden, so 
bilden sie 1) auf jeder andern schneidenden Geraden eben- 
falls gleiche Abschnitte; 2) Ist jede dieser Parallelen das 
arithmetische Mittel zu den beiden benachbarten Parallelen. 
Vor. i AB II CD I| EF und AC = CE. 
Beb. 1) BD = DF, 2) 2 CD = AB 
+ EF. 

Construction. Man ziehe von F 
und D Parallelen mit EA, welche CD 
A HB und AB beziehlich in den Punkten 6 

Fig. 41. und H schneiden. 

Bew. ad 1. A FGD ^ A DHB aus den Stücken 1) FG 
» DH, da sie als Gegenseiten in Parallelogrammen den nach V. 
gleichen Stücken £C und CA gleich sind. 2) ^ FGD = ^ DHB 
als gleichläufige Winkel. 3) ^ GFD = ^ HDB als corre- 
spondirendt> Winkel mithin nach S. 51. Folglich ist auch FD 
=1 DB als gleichgelegene Stücke in congruenten Dreiecken. 
Bew. ad 2. Aus der Congruenz der Dreiecke FGD 
und DHB folgt, dass GD=:HB ist, ferner ist EF =3 CG und 
CD=:AH als Gegenseiten im Parallelogramm; hieraus er- 
giebt sich, dass CD um eben so viel länger als EF, als es 
kürzer als AB ist, d. h. dass es das arithmetische Mittel 
zwischen EF und AB ist, oder anders bewiesen EF + AB 
= EF + AH + HB = CG + CD + GD t= CG + CG + GD 
+ GD = 2CG + 2GD = 2CD. 

Zusatz. Zieht man durch die Mitte einer Seite eines 

Dreiecks eine Parallele mit einer zweiten Seite, so trifft sie die 

Mitte der dritten Seite, und ist halb so lang als die zweite Seite. 

Zusatz. Vor. AD =»BD, DE || AC. 

Beb. BE =EC, DE = % AC. 

Bew. Zieht man vonE nochEF || BA, 

so ergiebt sich der Bew. aus der Con- 

^/ i^ gruenz der Dreiecke BDE und EFC. 
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S. 89. Lehrs. In einem Paralleltrapez ist die Linie, 
welche die Mitten der niclTt parallelen Seiten verbindet, 
parallel den parallelen Seiten. 

c D Vor. ABCD ein Paralleltrapez BE 

I \ = CE, AF = DF. 

J \ Beh. EF||AB. 

7 \ Bew. Ware EF nicht parallel AB, 

B ^ SO ziehe man von E eine Parallele zu 

Pig 43 AB, welche AD in G trifft, dann ist 

nach §. 88 AG = DG, was der An- 

nähme AFt=3DF widerspricht; also kann es keine Parallele 

zu AB vom Punkte E aus geben ausser EF. 

Zusatz. In einem Dreieck ist die Linie, welche die 
Mitten zweier Seiten verbindet, parallel der dritten Seite. 
Wird ebenso wie der Hauptsatz indirect bewiesen. 

§. 90. Lehrs. Zieht man in einem Dreieck von 
zwei Ecken Linien nach den Mitten der gegenüberstehen- 
den Seiten (Mittellinien), so schneidet jede derselben auf 
der andern den dritten Theil ab. 

Vor, BD = CD, AE = BE. S der 
Durchschnitt von AD und CE. 

Beh. DS = V3 AD, ES = Vi EC. 

Constr. Ziehe BS und von D nnd 

E Parallelen damit, welche CE und AD 

beziehlich in F und G treffen. 
Fig. 44. 

Bew. A DFS ^ A fiGS aus den Stücken 1) DF = EG, 
da beide nach Zusatz zu §. 88 gleich V, BS sind. 2) 
^. SDP = ^ SGE und ^ SFD = SEG als Wechselwinkel, 
also nach §. 51, mithin 1) DS = SG, 2) FS = SE; da aber 
auch nach §. 88 Zusatz SG = GA und SF=rFC ist, ist 
DS = Vi DA, ES = \ EC q. e. d. 

Zusatz. Die drei Mittellinien eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem Punkt (Schwerpunkt des Dreiecks). 

Beweis zum Zusatz. Ebenso wie die von C kom- 
mende Mittellinie von AD ein Drittheil abschneidet, muss 
dies auch die von B kommende Mittellinie thun, also gehen 
alle drei Mittellinien durch denselben Punkt. 

S. 91. Lehrs. Die Mitten der Seiten eines beliebi- 
gen Vierecks sind die Ecken eines Parallelogramms. 
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Vor. ABCD ein Viereck. AE=:BE, 

BFc^CF, CG = DG, DH = AH. 

Beb. ABCD ein Parallelogramm. 

Bew. Ziehe BD, dann ist nach den 

Zusätzen zu $. 89 und 88 FG parallel 

und halb so lang als BD, da es die 

Mitten zweier Seiten des Dreiecks BCD 

verbindet; aus demselben Grunde ist im 

Dreieck BAD EH parallel und halb so 

lang als BD, mithin ist FG gleich und parallel EH, also 

nach §. 81. 2. EFGH ein Parallelogramm. 

$. 92. Aufgabe. Eine gegebene Länge in eine 

beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

Gegeben die Strecke AB, man 

soll sie in fünf gleiche Theile 

theilen. 

Aufl. Ziehe von A aus eine 

beliebige Linie AM und trage 

^. darauf von A anfangend fünf 

Fig. 46 ® 

gleiche Stücke AC, CD, DB, EF, FG ab, ziehe GB und 
von den Punkten C, D, E, F Parallelen mit GB, die AB 
beziehlich in H, I, K, L treffen, so ist durch die letztge- 
nannten 4 Punkte AB in 5 gleiche Theile getheilt. 

Bbvr. folgt aus §. 88. 

S. 93.^ Aufgabe. Durch einen Punkt mit einer 
Geraden eine Parallele zu ziehen, durch blosses Abtragen 




H I IC L 



von Längen. 




Fig. 47. 
Beir. nach §. 89 Zusatz. 



Gegeben die Linie AB und ausserhalb 
derselben der Punkt C; man soll durch 
C eine Parallele zu AB ziehen. 

Aufl. Ziehe von C aus eine beliebige 
Linie CD auf AB, verlängere sie um sich 
selbst bis E; ziehe von E zurück auf 
AB in beliebiger Richtung EF, verlängere 
EF um sich selbst bis G, so ist CG die 
verlangte Parallele. 



Digitized by 



Google 



28 Vierter Abschnitt 



liierter ^bft^ttltt. 

Vom Kreis. 

(Erklärung des Kreises, des Darchmessers und Halbmessers, 
siehe Allgem. Erklärungen Seite 8, §§. 13 u. 14.) 

S. 94. Eine Sehne (Chorda) ist die Verbindungslinie 
zweier Punkte, die auf dem Kreisumfang liegen. 

§. 95. Eine berührende- oder Tangente ist eine Linie, 
die, wie weit sie auch verlängert wird, einen und nur 
einen Punkt mit dem Kreis gemein hat. 

$. 96. Eine Sekante ist eine Linie die von einem 
Punkt ausserhalb des Kreises durch denselben gezogen ist. 
§. 97. Ein Mittelpunkts Winkel oder Centriwinkel ist 
ein solcher Winkel, dessen Scheitelpunkt im Mittelpunkt 
eines Kreises liegt; ein Peripheriewinkel ein solcher, des- 
sen Scheitel im Umfang liegt. 

$. 98. Ein Kreisbogen (Arcus) ist ein Stück der 
Kreislinie. 

$. 99. Ein Kreisabschnitt (Segmentum) ist das Stück 
der Kreisfläche zwischen einer Sehne und dem zugehöri- 
gen Bogen. 

S. 100. Ein Kreisausschnitt (Sector) ist das Stück 
der Kreisfläche zwischen zwei Radien und dem zugehöri- 
gen Bogen. ^ 

S. iOl. Ein Kreis heisst einer Figur umschrieben, 
wenn er diureh alle ihre Ecken geht; eingeschrieben, wenn 
er alle ihre Seiten berührt. 

$. 102. Eine Figur heisst einem Kreis eingeschrie- 
ben, wenn alle ihre Ecken in dem Umfang desselben liegen; 
umschrieben, wenn alle ihre Seiten den Kreis berühren. 

S. 103. Lahrs. Eine gerade Linie kann einen Kreis 
höchstens in zwei Punkten schneiden. 

Vor. Die Linie AB triff't den Kreis, 
^ ^ dessen Mittelpunkt M ist, in den Punkten 
^ - A und B. 

Beh. Die Linie kann den Kreis in 
keinem andern Punkt treiFen. 

Bew. Träfe die Linie den Kreis noch 
in einem dritten Punkt C zwischen A und 
B, so müsste MCsaMAnaMB, also die 
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Dreiecke MCA und MCB gleichschenklige Dreiecke sein. 
Die Winkel MCA und MCB, welche als Nebenwinkel zwei 
Rechte betragen, wftren zugleich Basiswinkel in zwei gleich- 
schenkligen Dreiecken und daher beide spitze Winkel, was 
unmöglich ist. 

Auf gleiche Weise wird gezeigt, dass kein Schneidungs- 
punkt ausserhalb AB liegen kann. 

S. 104. Lehrs. Zu gleichen Sehnen eines Kreises 
gehören I) gleiche Winkel am Mittelpunkt, II) gleiche Ab- 
stände von demselben, HI) congruente Bogen. 

Vor. AB und CD sind gleiche Sehnen 
eines Kreises, dessen Mittelpunkt M ist. 
Beh. 1) AMB = CMD, 2) die Lothe 
ME und MF von M auf die Sehnen ge- 
fällt sind gleich, 3) die Bogen unter 
AB und CD sind congiuent. 

Bew. AMAB^AMCD aus allen 
drei Seiten; woraus die Richtigkeit der 
Behauptungen 1 und 2 folgt. Zum Be- 
weis der Behauptung 3 denke man sich das Dreieck MCD 
mit dem unter CD liegenden Bogen auf das Dreieck MAB 
gelegt, dann muss auch der unter CD befindliche Bogen 
CD ganz auf den Bogen AB fallen, denn wenn das nicht 
der Fall wäre, so müsste der nicht mit AB zusammenfallende 
Theil näher oder entfernter Tom Mittelpunkt liegen, als der 
Radius, was unmöglich ist. 

Anm. Wie heissen die Umkehrungen dieses Satzes? 
§. 105. Lehrs. Zu der grösseren von zwei Sehnen 
gehört I) der grössere Bogen und II) der kleinere Abstand 
vom Hittelpunkt. 

I. Vor. AF und BC sind Sehnen 
eines Kreises und AB > BC. 
Beh. ^ AMB >-^ BMC. 
Bew. In den Dreiecken AMB, BMC sind 
zwei Seiten des einen Dreiecks MA und 
MB gleich zwei Seiten des andern MC, MB, 
die dritte Seite AB ist aber nach Vor. 
grösser als BC, mithin ist nach $. 65 
^ AMB > ^ CMB. 
und EP sind Sehnen eines Kreises und 



DE 
als 




von M auf DE gefällte Loth MG ist kürzer 
gefällte Loth MH. 
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Bew. Ziehe GH, so ist in dein Dreieck GEH GE > EH, 
da nach Annahme DE > EF ist und GE = % DE, EH = V, EF 
nach §. 54 ^, mithin nach §. 57 ^ EHG > ^ EGH. Zieht 
man nun diese ungleichen W^inkel von 'den rechten Winkeln 
EHM und EGM ab, so bleibt auf der Seite der kleinere 
Winkel übrig, wo der grössere abgezogen ist; also ist 
z- GHM <: ^ HGM und folglich in A GHM nach §. 57 auch 
MG <: MH q. e. d. 

Anm. Stiessen die Sehnen nicht aneinander, so kann 
statt der einen derselben unter Anwendung , des vorigen 
Satzes eine an die andere Sehne anstossende von gleicher 
Grösse genommen werden. 

Anm. Wie heissen die beiden Umkehrungen dieses 
Satzes? 

Zusatz. Unter allen durch einen Punkt innerhalb 
eines Kreises gehenden Sehnen ist der Durchmesser die 
grösste, die darauf senkrechte Sehne die kürzeste und von 
je zwei anderen Sehnen diejenige läng^er, welche mit dem 
Durchmesser den kleineren Winkel bildet. 

§ 106. Lehrs.^ Unter allen Linien, die von einem 
beliebigen Punkt innerhalb oder ausserhalb eines Kreises 
V an den Umfang desselben gezogen werden können, ist I) 
diejenige die längste, welche durch den Mittelpunkt geht. 
II) Die kürzeste ist im ersten Fall die Verlängerung der 
längsten über den gegebenen Punkt, im zweiten Falle das 
Stück derselben bis zum ersten Durchschnittspunkt mit dem 
Kreis. III) Von je zwei andern Linien, die von dem Punkt 
zum Kreise gezogen sind, ist diejenige die kürzere, welche 
mit der durch den Mittelpunkt gezogenen den grösseren 
Winkel bildet. 

I. Vor. A ejn Punkt innerhalb eines 
Kreises, AMB die Linie von A durch den 
Mittelpunkt M an die Peripherie, C ein be- 
liebiger Punkt der Peripherie ausser B. 
Beh. AB>AC. 

^-- ^ Bew. Man ziehe MC, dann ist AM + MC 

:> AC, oder wenn man statt MC das gleiche 

^'^- ^^' Stück MB setzt, AM -f MB :> AC q, e. St, 

II. Vor. A ein Punkt innerhalb eines Kreises, MAD 
ein Halbmesser, E ein beliebiger Punkt der Peripherie 
ausser D. 

Beh. AD<:AE. 
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Bew, Nach $. 58 ist MA + AE > ME, oder da ME 
= MD ist, auch MA -f AE :> MD und wenn man auf beiden 
Seiten MA abzieht, AB > AD q. e. . d. 

Für einen Punkt ausserhalb des Kreises ist der Be- 
weis I genau derselbe. 

Bew. II mit einer geringen Abänderung. 

III. Fig. 49. Vor. A ein Punkt inner- 
halb eines Kreises, M der Mittelpunkt, C, D 
2 Punkte der Peripherie, so dass ^ CAM 
<: ^ DAM ist. 

Beh. AC '^ AD. 

Bew. Wenn Winkel CAM kleiner als 
DAM ist, so liegt der Punkt D der Peripherie 
ausserhalb des Winkelraumes CAB, mithin 
auch ausserhalb des Winkelraumes CMB, also ist auch ^ DMB 
>- ^ CMB und folglich, da der grössere von zwei Winkeln 
den kleineren Nebenwinkel hat, -^ DMA <: ^ CMA, da nun 
ausserdem AM = AM und MD=MC, ist nach $. 64 
AC > AD q. e. d. 

§. 107. Lehrs- Errichtet man auf der Mitte einer 
Sehne eines Kreises ein Loth, so trifft dieses den Mittel- 
punkt des Kreises. 

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus §. 54. 4. 
S. 108. Lehrs. Zwei Lothe auf den Mitten zweier 
Seiten eiqes Dreiecks schneiden sich in dem Mittelpunkt 
des dem Dreieck umschriebenen Kreises. 

Vor. ABC ein Dreieck, AD = DB, 
BE = CE, MD 1 AB, ME 1 BC. 

Beh. M ist der Mittelpunkt des dem 
Dreieck umschriebenen Kreises. 

Bew. Man ziehe MA, MB, MC, 
dann ist 1) A ADM ^ A BDM aus den 
Stücken AD =2 BD nach V., MD =3 MD, 
^ MDA = ^ MDB nach V. (§. 50) mit- 
hin MA = MB, 2) ABEM^ ACEM aus den Stücken 1) 
BE = CE, 2) ME = ME, 3) ^ MEB = CEM, also MB = MC, 
und folglich MA = MB = MC oder M der Mittelpunkt eines 
durch A, B, C gehenden Kreises. 

Zusatz. Die Lothe auf den Mitten der drei Seiten 

eines Dreiecks schneiden sich in ein und demselben Punkte. 

Beweis Figur 50. Da der Durchsehnittspunkt M 

der Lothe auf den beiden Seiten AB, BC des Dreiecks 
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ABC von allen drei Ecken gleichweit entfernt ist^ moss 
AMC ein gleichschenkliges Dreieck sein, mithin das in der 
Mitte F von AC errichtete Loth nach $. 54. 4. den Punkt 
M treffen. 

$. 109. ^ Lehrs. Die drei Höhen eines Dreiecks 
schneiden sich in ein und demselben Punkte. 

Vor. ABC ein Dreieck, AD _L BC, 
BEIAC, CFi.AB. 

Beh. AD, BE, CF schneiden sich 
in ein und demselben Punkt. 

Bew. Ziehe durch die' Ecken A, 
B, C Parallelen mit den gegenüberlie- 
genden Dreieckseiten, welche sich 
p. g^ beziehlich in G, H, J treffen. Nun 

ist A die Mitte Ton G J, da AG und 
AJ beide als Gegenseiten in Parallelogrammen gleich BC 
sind; ebenso ist AD, da es senkrecht auf BC steht, auch 
senkrecht auf 6J, also AD ein Lolh auf der Mitte von 6J, 
das gleiche lässt sich von BE in Bezug auf GH und von 
CF in Bezug auf HJ beweisen, und schneiden sich daher 
die drei Linien nach dem Zusatz zu $. 108 in ein und dem- 
selben Funkt. \ 

S. 110. Lehrs. 1) Ein Loth auf dem Endpunkte 
eines Radius ist eine Tangente des Kreises; und 2) um- 
gekehrt jede Tangente stäht senkrecht auf dem nach dem 
Berührungspunkt gezogenen Radius. 

Vor. MAB ein rechter Winkel. 
Beh. AB eine Tangente an den mit MA 
um M. beschriebenen Kreis. 

Bew. Sei D ein beliebiger Punkt auf 
AB, so ist MAD ein rechtwinkliges Drei- 
eck und also nach $. 57 MD >> MA, d. b. 
D ausserhalb des Kreises; da dies nun Ton 
allen Punkten der Linie BA auf beiden Sei- 
ten von A gilt, kann der Kreis mit AB nur 
den Punkt A gemein haben. 

2) Fig. 52. Vor. BAC eine Tangente an den um M 
mit MA beschriebenen Kreis. 

Beh. MAB ein rechter Winkel. 
Bew. WSre MAB kein rechter Winkel, so könnte 
man Ton M auf BC ein Loth MD ftillen, dann müsste nach 
$. 57 Zusatz MD <: MA sein und also der Punkt D inner- 
halb des Kreises Hegen, was der Voraussetzung widerspricht, 
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da AP um sich selbst verlängert einen zweiten Peripherie- 
punkt auf AB ergeben wttrde. 

§.111. Lehrs. Die von einem Punkt ausserhalb 
eines Kreises an denselben gezogenen Tangenten sind ein- 
ander gleich und bilden mit der von dem Punkt nach dem 
Hittelpunkt gezogenen Linie gleiche Winkel. 

Vor. AB, AC Tangenten von einem 
Funkt A, der ausserhalb eines Kreises 
liegt, an demselben gezogen. 

Beh. AB = AC, ^BAM = -^CAM. 

Bew. A ABM ^ A ACM aus den 

"C Stücken 1) AM = AM, 2) MB = MC 

Fig. 66- als Radius, 3) ^: MBA = ^: MCA nach 

S. 110, also aus $. 61. Mithin 1) AB = AC, 2) ^ BAM 

= ^ CAM w. z. b. w. 

$.112. Lehrs* Die Halbirungslinien zweier Winkel 
eines Dreiecks schneiden sich im Mittelpunkt des dem Drei- 
eck eingeschriebenen Kreises. ^ 

Vor. ABC ein A. ^ CAM = ^ BAM, 
^ABM = ^CBM. 

Beh. M der Mittelpunkt des dem 
Dreieck ABC eingeschriebenen Kreises. 
Bew. Man tüle von M auf die drei 
Seiten die Dreiecks die Lothe MD, ME, 
MF, dann ist 1) A MAD ^ A MAE aus 
den Stücken 1) AM. = AM, 2) ^ MAD =MAE nach Vor., 
3)^MDA = MBA, also nach $.51, mithin MD = ME; 
aas analogen Stücken folgt die Congruenz der Dreiecke 
MBE und MBF und folglich die Gleichheit von ME und 
MF. Sind aber MD, ME, MF gleich, so geht der mit MD 
beschriebene Kreis durch E und F und berührt die drei 
Seiten in diesen Punkten nach $. HO. 

Zusatz» Die Halbirungslinien der drei Winkel eines 
Dreiecks schneiden sich in ein und demselben Punkt 

(Fig. 57.) Vor. Die Halbirungslinien der Winkel A 
und B schneiden sich in M. 

Beh. Die Halbirungslinie des W. C trifft den Punkt M. 
Bew. Ziehe CM, so ist A CFM ^ A CDM aus den 
Stücken CM = CM, MFC = MDC als rechte Winkel und 
MF = MD aus dem vorigen Beweis, mithin nach $. 61. 
Also ist auch ^ MCF = ^ MCD und folglich MC die Halbi- 
rungslinie des Winkels C. Da dieser Winkel aber nicht zwei 
verschiedene Halbirungslinien hat, so ist der Satz bewiesen 

3 
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$. 113. "^ Lehrs. Die Halbirungslinien zweier Ausseti- 
winkel eines Dreiecks schneiden sich im Mittelpunkt eines 
Kreises, welcher in drei Seiten des Dreiecks und zwar zwei 
in ihren Verlängerungen, die dritte von aussen berührt. » 
Vor. -iBAM=i=.^-DAM,-^ABM=.^:FBM. 
Beb. M ist der Hittelpunkt eines Krei- 
ses, der die drei Seiten berührt. 

Bew. Der vorige Beweis gilt ohne Ab- 
änderung auch für diesen Fall. 

Auch der Beweis des vorigen Zusatzes 
findet ohne jede Aenderung von Fig. 58 
Statt; daher gilt auch hier der 

Fig. 58. 

Zusatz. Die Halbirungslinien zweier Aussen winkel 
eines Dreiecks und des nicht an diesen Aussenwinleln liegen- 
den Innenwinkels schneiden sich in ein und demselben Punkt. 
§. 114. Lehrs. JEin Peripheriewinkel ist halb so 
gross wie ein Centriwinkel, der mit ihm auf demselben 
Bogen steht. 

Iter Fall. Ein Schenkel des Peri- 
pheriewinkels ist ein Durchmesser. 

Vor. ABC ein Peripheriewinkel und 
AB ein Durchmesser. 

Beh, ^ AMC = 2^1 ABC. 
Bew. ^ AMC -^ ^ B + ^ C als 
Aussenwinkel nach §.44. ^: B == ^ C 
als Basiswinkel des gleichschenkligen 
Dreiecks MBC nach §. 52, also ^ AMC 
= 2-^B. 

2t er Fall. Der Mittelpunkt M liegt 
zwischen den Schenkeln des Peripherie- 
winkels. 

Vor. ABC ein Peripheriewinkel, der 
Mittelpunkt M liegt zwischen AB und BC. 
Beh. -^AMC = 2-iABC. 

Bew. Ziehe die Linie BMD, so ist 
Fig. 60. 

1) -^ AMD = 2 ^ ABD nach dem vorigen Bew. 

2) ^ CMD r= 2 4tc CBÖ ebenso 
also ist iC AMD + ^ CMD = 2 -^ ABD + 2 -^ CBD 





oder 



z:^ AMB = 2 -i ABC w. z. b. w. 
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3ter Fall. Der Mittelpunkt M liegt 
ausserhalb des Winkels ABC. 

Vor. ABC ein Peripheriewinkel, der 
Mittelpunkt M liegt ausserhalb ABC. 

ßeh. ^ AMC = 2-^ ABC. 

„. ^ ^, Bew. Ziehe die Linie BMD, so ist 

Fig- 61* ' 

1) ^ DMC = 2 -^ DBC nach dem ersten Fall 

2) ^ DMA — 2 ^ DBA nach dem ersten Fall 
also auch ^ DMC - DMA = 2 -^ DBC - 2 ^ DBA 



-^AMC = 



2^ ABC 



w. z. b. w. 



Zusatz 1. Peripheriewinkel, welche auf demselben 
oder auf gleichen Bogen stehen sind gleich, und umgekehrt, 
zu gleiclien Peripheriewinkeln gehören gleiche Bogen. 
Zusatz 2. Der Winkel im Halbkreis ist ein rechter. 
Zusatz 3. "^ Die Spitzen aller Dreiecke, die über 
einer gemeinschaftlichen Grundlinie liegen und gleiche 
Winkel an der Spitze haben, befinden sich auf zwei con- 
gruenten Kreisbogen, die durch die Endpunkte der Grund- 
linie gehen. 

Zusatz 4. * Insbesondere befinden sich die Spitzen 
aller rechtwinkligen Dreiecke, die über derselben Hypo- 
tenuse liegen, in dem um die Hypotenuse als Durchmesser 
beschiriebenen Kreis. 

$. 115. Lehrs. Sind an einem Punkt eines Kreises 
eine Sehne und eine Tangente gezogen, so ist der Winkel 
zwischen beiden gleich dem Peripheriewinkel über dem 
in dem Winkelraum befindlichen Bogen. 

Iter Fall. Der Winkel zwischen 
Sehne und Tangente ist ein spitzer Win- 
kel (Fig. 62). 

Vor. CBA ein spitzer Winkel zwi- 
schen einer Tangente BA und einer 
Sehne BC eines Kreises, D ein Punkt 
des über BC befindlichen Bogens. 
Beh. ^:CBA = -^CDB. 
Fig. 62. Bew. Da'der Punkt D ein beliebiger 

Punkt der Peripherie sein kann, so nehmen wir an, er sei 
80 gewählt, dass BMD ein Durchmesser ist; dies ist zu- 
lässig, weil der so gewählte Peripheriewinkel BDC allen 
andern über BC liegenden Peripheriewinkeln gleich ist» 
Dann ist DCB ein rechter Winkel als Winkel im Halbkreis, 
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mithin nach $. 48. a. auch ^: D + DBC = 1 Rechten, da 
nun auch ^ DBC + CBA= 1 Rechten nach $. 110; muss 
z; D = ^ CBA sein, |)a beide Winkel durch ein und denselben 
Winkel, nfimlich durch ^ DBC zu einem rechten Winkel 
ergänzt werden* 

2t er Fall. Der Winkel zwischen 
Sehne und Tangente ist stumpf (Fig. 63). 

Vor. \ BA eine Tangente, BC eine 
Sehne eines Kreises, welche mit ersterer 
einen stumpfen Winkel bildet, D ein 
Punkt der Peripherie ausserhalb des 
Winkels ABC, 

Beh. -^ ABC =-z: BDC. 

Bew. Verlängere AB beliebig bis £, so ist 

1) z: ABC 4- ^ CBD + ^ DBE = 2 Rechten als ste- 

tige Winkel an einer geraden Linie, 

2) -^ BDC + ii CBD + £. BCD = 2 R. als Winkel 
eines Dreiecks 

^ ABC + /L CBD + /L DBC = ^ BDC + ^ CBD + ^ BCD; 
Iftsst man nun auf beiden Seiten erstens den Winkel CBD 
und zweitens die nach dem vorigen Beweis einander gleichen 
Winkel DBC und BCD fort, so bleibt ^ ABC = ^ BDC 
w. z. b. w. 

§. 116. ^ Lehrs. Zwischen parallelen Sehnen eines 
Kreises liegen gleiche Bogen« 

Vor. AB und CD sind parallele Sehnen 
eines Kreises. 

Beb. Bg. AC = Bg.BD* 
Bew. Man ziehe BC, so ist ^ BCD 
= ^ ABC als Wechsel Winkel an Parallelen; 
Fig. 64 ^* ^*^^® Winkel aber auch Peripheriewin- 

kel sind, so müssen nach $. 114 Zusatz 1 
auch die zu ihnen gehörigen Bogen AC und BD gleich sein. 

S. 117. * Lehrs. Schneiden sich zwei Sehnen im 
Kreise, so ist jeder der von ihnen gebildeten Winkel gleich 
der halben Summe der beiden Bogen, die zwischen den 
Schenkeln des betrachteten Winkels und zwischen denen 
seines Scheitelwinkels liegen. 
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Vor. AB und CD zwei sich innerhalb 
des Kreises in E schneidende Sehnen. 
Beh. z: AEC = % Bg. AC + % Bg, DB. 
Bew. Ziehe durch D eine Sehne DF 
^^_ parallel AB, dann ist /L ABC = £^ FDC als 

A: ^ correspondirende Winkel an Farallelelen, 
Fig, 65. 
^ FDC = V, Bg. FC (nach $. H4) 

= % Bg.AC +V,Bg.FA,u.daBg.FA=Bg.DBCS,116) 
= % Bg.AC +%Bg. DB w. z. b. w. 
$. 118. ^ Lehrs. Schneiden sich zwei Linien ausser- 
halb des Kreises, so ist der Winkel, den sie bilden, gleich 
dem halben Unterschied der Bogen zwischen ihnen. 

Vor. Die Sehnen AB und CD schneiden 
sich verlilngert in E. 

Beh. ^ AEC = % Bg AC — % Bg. BD. l 
Bew. Genau wie im $. 117, nur dass in 
den beiden letzten Zeilen Minus statt Plus 
zu setzen ist. 





Lehrs. Beim Viereck im Kreise ist die 
Summe des einen Paars Gegenwinkel gleich der Summe 
des andern Paars und beträgt daher zwei Rechte. 

Vor. ABCD ein Viereck im Kreise. 
Beh. ^ ABC + ^ ADC = 2 Rechten, 
Bew. ^ ABC = Vi Bg. ADC \ nach 
^ADC=%Bg.ABC \ S. 114 
-^ ABC + ^1 ADC = V, Bg. ADC + % Bg. 
't^ ^ ABC, d. h. gleich der halben Peripherie 

^* • oder gleich zweien Rechten. 
$.120. Lehrs. Umkehrung des Vorigen. Betragen 
bei einem Viereck zwei gegeniU^erstehende Winkel zu- 
sammengenommen zwei Rechte, so kann um das Viereck 
ein Kreis beschrieben werden. 

Siehe Fig. 67. Vor. ABCE ein Viereck und z:^ ABC 
'-f -^ AEC = 2 Rechten. 

Beh. Durch die vier Punkte A, B, C, E geht ein 
Kreis. 

Bew. Man lege nach Anleitung von $. 108 einen 
Kreis dj^rch die Punkte A, B, C. Ginge dieser Kreis nun 
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nicht durch E, so müsste er die Linie AE in einem andern 
Punkt D treffen, dünn wäre ^ ABC + ^ ADC = 2 Rechten, 
und da nach V. ^ ABC + ^ AEC = 2 Rechten ist, müsste 
.<C ADC = ^ AEC sein, was nach §. 47 unmögriich ist. Auf 
gleiche Weise kana noch gezeigt werden, dass der Kreis 
die Linie AE nicht in ihrer Verlängerung treffen kann, 
mithin muss er sie in E treffen w. z. b. w. 

§. 121> Lehrs. Beim Viereck um den Kreis i$t die 
Summe des einen Paars Gegenseiten gleich der Summe 
des andern Paars. 

Vor. ABCD ein Viereck, dessen vier 
Seiten einen Kreis berühren. 
Beh. AB + CD = BC + AD. 
Bew* Nenne die Berührungspunkte 
der Seiten AB, BC, CD, DA beziehlich 
"iT^ E, F, G, H, dann ist nach §. Hl 1) 
Fig. 68. AE = AH, 2) BE = BF, 3) CG=CF, 

4) DG = DH, also auch AE^-ME 

+ CG + DG = AH + BF + CF + DH oder AB -f CD=AD 

+ BC w. z. b. w. 

§. 122. Lehrs. Umkehrung des Vorigen. Beträgt 
bei einem Viereck die Summe des einen Paars Gegenseiten 
so viel als die des andern Paars, so kann in dßs Viereck 
ein Kreis beschrieben werden. 

(Fig. 68.) Var. ABCJ ein Viereck und AB + CJ 
= BC + AJ. 

Beh. In das Viereck lässt sich ein Krejs beschreiben. 

Bew. Wenn man die Winkel A und B halbirt, so ist 
der Schneidungspunkt der Halbirungslinie der Mittelpunkt 
eines Kreises, der die Seiten DA, AB, BC berührt (§. 113). 
Rerührte nun dieser Kreis die Seite CJ nicht, so könnte 
man von C aus jedenfalls eine Tangente CD an den Kreis 
ziehen, welche die Seite AJ in D schneidet; nun ist 
i) AB + CJ = BC + AJ nach V. 
2) AB + CD = BC + AD (§. 121) 
CJ — CD = AJ — ADoder=JD. 

Die letzte Zeile kann aber unmöglich richtig sein, da 
der Unterschied zweier Seiten eines Dreiecks stets kleiner 
ist, als die dritte Seite; mithin giebt es von C keine andere 
Tangente an den Kreis, als CJ w. z. b. w. 
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S. 123« ErkK Zwei Kreise durchschneiden sich, 
wenn sie in einem gemeinschaftlichen Punkt verschiedene 
Tangenten haben, und der Winkel, unter dem sie sich 
schneiden, ist derselbe als der, den diese Tangenten bil- 
den; zwei. Kreise berühren sich, wenn sie in einem gemein- 
schaftlichen Punkt eine gemeinschaftliche" Tagente haben. 
(Innere und äussere Berührung«) 

§. 124. Lehrs. Wenn sich zwei Kreise berühren, 
so liegt der Berührungspunkt in der Verbindungslinie der 
Mittelpunkte, und die Kreise haben ausser diesem Berüh- 
rungspunkt keinen Punkt gemein. 

Vor. Zwei um die Punkte A und 
B beschriebene Kreise berühren sich 
in C. 

Beh. C liegt in der Linie AB; 
ausser C haben die Kreise keinen 
Punkt gemein, 
pj g^ Bew. Man ziehe in C die ge- 

^* meinschaftliche Tangente CD ; da nun 

DCA und DGB rechte Winkel sind, muss entweder CB und 
CA zusammenfallen, oder einen gestreckten Winkel bilden. 
In beiden Fällen liegt aber C in der Linie AB. Einen 
andern Punkt als C können die Kreise nicht gemein haben, 
denn gäbe es einen solchen Punkt E, so müsste entweder 
EA + EB oder EA — EB gleich AB sein, was beides 
unmöglich ist. 

§. 125. Lehrs. Haben zwei Kreise einen Schnei- 
dungspunkt, so haben sie stets noch einen zweiten, aber 
keinen dritten. 

Vor. Zwei um die Punkte A und B 
beschriebene Kreise schneiden sich in 
dem Punkt C. 

Beh. Die Kreise haben noch einen 
zweiten Schneidungspunkt aber keinen 
Fig. 70. dritten. 

Bew. Der Punkt C kann nicht in der Linie AB liegen, 
da er sonst ein Berührungspunkt wäre; er muss sich also 
ausserhalb der Geraden AB auf einer Seite derselben be- 
finden. Man construira nun auf der andern Seite von AB 
ein Dreieck ABD, das dem Dreieck ABC congruent ist, 
dann ist D der zweite Schneidungspunkt der Kreise. Einen 
dritten Punkt B können die Kreise nicht gemein haben, da 




Digitized by 



Google 



40 Vierter Abschnitt. 

es in der Ebene ausser D keinen Punkt E giebt, der mit 
A und B verbunden ein dem Dreieck ABC congruentes 
Dreieck bildet. 

Zusatz. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier 
sich schneidender Kreise steht senkrecht auf der gemein- 
schaftlichen Sehne derselben. 

S. 126. Frage. Welche Beziehungen müssen zwi- 
schen dem Abstand der Mittelpunkte zweier Kreise (e) 
und den beiden Radien (r und q) stattfinden, damit sich 
die Kreise entweder ausschliessen, von aussen berühren, 
schneiden, ungleichartig berühren oder endlich damit einer 
den andern einschliesst? 

Aufgaben. 

S. 127. In einem Punkt eines Kreises eine Tangente 
an denselben zu ziehen. 

AuH. Man ziehe den Radius und errichte in dessen End« 
punkt ein Loth (S. HO). 

§. 128. Von einem Punkte ausserhalb eines Kreises 
an denselben die Tangenten zu ziehen. 

Gegeben der Kreis M und ausserhalb 
der Punkt A; man soll von A eine 
Tangente an den Kreis ziehen. 

Aufl. 1. Ziehe MA, welche den ge- 
gebenen Kreis in B trifft, errichte in 
B ein Loth auf MA, und beschreibe mit 
MA um M einen Kreis, der das Loth 
Fig. 71. in C trifft, ziehe MC, das den gege- 

benen Kreis in D trifft, so ist AD die 
gesuchte Tangente. 

Bew. A MDA ^ A MBC aus den Stücken MA = MC, 
MD==MB als Radien, ^M = ^M, also ist, ^^MDA 
= ^ MBC; der letztere Winkel war aber nach Construction 
ein rechter Winkel, mithin ist auch MDA ein rechter Win- 
kel und AD eine Tangente nach $. HO. 

Aufl. 2. (Fig. 72.) Ziehe MA 

und beschreibe über dieser Linie 

einen Halbkreis, welcher den gege- 

1 j^ benen Kreijs in B schneidet, so ist 

AB die Tangente. 

Bew. ^MBA ist gleich einem 

Fig. 72. Rechten als Winkel im Halbkreis. 
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§. 129. Um ein gegebenes Dreieck einen Kreis zu 
beschreiben; oder den Mittelpunkt eines Kreises zu finden, 
Ton dessen Umfang man wenigstens drei Punkte kennt* 

Aufl. Man errichte auf den Mitten zweier Seiten 
•des Dreiecks Lothe, so schneiden sich diese im Mittelpunkt 
4es Kreises. 

S. 130. In ein gegebenes Dreieck einen Kreis zu 
'beschreiben, und zwar: 

1) so dass der Mittelpunkt des Kreises innerhalb des 

Dreiecks liegt; 
2i so dass er ausserhalb des Kreises liegt. 

Aufl. zu 1. Halbire zwei Winkel des Dreiecks, so 
.schneiden sich die Halbirungslinien im Mittelpunkt des ge- 
buchten Kreises. 

Aufl. zu 2. Halbire zwei Aussenwinkel des Dreieckig, 
4S0 schneiden sich die Halbirungslinien im Mittelpunkt des 
gesuchten Kreises. 

S. i31. Ueber einer gegebenen Lftnge als Sehne 
•einen Kreisabschnitt zu construiren, der einen' gegebenen 
Winkel als Peripheriewinkel enthält: 

1) wenn der gegebene Winkel spitz ist; 

2) wenn er stumpf ist. 
Gegeben die Strecke AB und der 

Winkel C; man soll über AB denjeni- 
gen Kreisabschnitt construiren, dessen 
über AB liegender Peripheriewinkel 
gleich C ist. 

Aufl. Errichte in A und B Lothe 
AD, BE und trage an diese Lothe in 
^den Punkten A und B den Winkel C 
nach innen zu an, so schneiden sich 
Fig. 73. jie Schenkel dieser Winkel im Mittel- 

punkt M des gesuchten Kreises. 

Bew. In' dem gleichschenkligen Dreieck AMB beträgt 
jeder Winkel an der Grundlinie 90 • — ^ C, also beide 
zusammen ISO^' — 2^C; mithin muss der Winkel an der 
^itzeAMB = 2^C sein; wenn aber der Centriwinkel 
gleich 2 ^ C ist, so ist der Peripheriewinkel gleich C. 
Wenn der Winkel C stumpf ist, ist die Construction die- 
aelbe, nur dass dann der Punkt M unterhalb AB WlU 

S. 132. Durch einen Punkt in der Ebene eines Kreises 
eilte gerade Linie so zu ziehen, dass die von dem Kreis 
darauf abgeschnittene Sehne eine gegebene Länge hat. 
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Gegeben der Kreis M, der Punkt 
A ausserhalb desselben und die 
Strecke BG. 

Man soll von A aus. eine Se- 
kante ziehen, deren innerhalb de» 
Kreises liegender Abschnitt gleich 
BCT wird. 

B ^ Aufl. ZiehB .an beliebigeii 

*^g. 74. Stellen im Kreise eine Sehne DE 

gleich HC; fälle darauf von M das Loth MF, beschreibe 
mit MF um M einen Kreis und ziehe von A an diesen 
letzteren Kreis eine Tangente AI, welche den gegebenen 
Kreis in 6 und H trifft, so ist dies dii) verlangte Sekante. 

Bew. GH ist gleich DE, weil sie gleiche Abstände 
vom Mittelpunkt MI und MF haben, also nach §. 104» 

Anm. Liegt der Punkt A ausserhalb des Kreises, so 
ist die Auflösung stets möglich, so lange BC kleiner als 
der Durchmesser ist; liegt A innerhalb des Kreises, so 
ausserdem BC grösser sein, als die kürzeste durch A 
gezogene Sehne (§. 105 Zusatz). 

§. 133. An zwei Kreise die gemeinschaftlichen^ Tan- 
genten zu ziehen. 

Gegeben zwei Kreise 

A und B, man soll eine 

. gemeinschaftliche äussere 

Tangente *an dieselb^en 

ziehen. 

Aufl. Schneide den 
kleineren Radius BD auf 
^. „ den grösseren AC von C 

^^' ' aus ab zum Punkt E, und 

beschreibe mit dem Unterschied der Hadien AE um A 
einen Kreis. An diesen letzteren Kreis zielte ^von B eine 
Tangente BF, ziehe AF und verlängere es, bis es den 
ersten Kreis um A in G trifft, so ist die in G gezogene 
Tangente die verlangtei. 

Bew. Fälle von B auf die in G gfezogene Tangente 
ein Loth BH, so ist die Figur BHGF ein Rechteck, da die 
Winkel bei H, 6 und F rechte Winkel sind, mithin ist 
BH = FG; FG ist aber gleich CE, da AG = AC und AF 
= AE, nach dem Grds. Gl. von Gl. giebt Gl.; und da GE 
= BD nach Construction, ist bewiesen BH==BD, d. h* H 
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ein Punkt auf der Peripherie des kleinen Kreises und GH 

die Tangente, in diesem Punkt w. z. b. w. 

Anm. Wird eine innere ge- 
meinschaftliche Tangente ge- 
sucht, so ist die Construction 
dieselbe nur mit dem Unterschied, 
dass BD von C aus auf den ver- 
längerten Radius AC abgetragen 
und demnach statt mit dem Un- 
Fig. 75 a. terschied der Radien mit der 

Summe der Radien um A ein Kreis beschrieben wird. 

Zeichenerklärung^« 

§. 134. Der Kürze halber sind in den Uebungsstücken 
häufig Zeichen statt der Worte gebraucht, deren Erklärung 
hier erfolgt: 

1) P, P,, P, bedeuten gegebene, X, Y, Z gesuchte Punkte; 

2) L, Lt, Li bedeuten gegebene, unbegrenzte Linien, 
L II L| gegebene Parallellinien, ^ (L LJ den spitzen 
Winkel zwischen L und L» ; 

3) a, b, c bedeuten gegebene, x, y, z gesuchte Längen; 

4) K, Kj, Ki bedeuten der Lage und Grösse nach ge- 
gebene Kreislinien; 

5) et, ßy Y bedeuten gegebene Winkel; 

6) f^ fi^, F* bedeuten gegebene Flächenräume; 

7) In einem Dreieck ABC bedeuten a, ß, y die Winkel 
bei A, B, C; a, b, c die den gleichnamigen Winkeln 
gegenüberliegenden Seiten; h, h,, h, die Höhen von 
den Ecken A, B, C gefällt; p, q die HöhenabscRnitte 
auf BC; p,, qi auf AC; p,, q, auf AB; t, t,, t, die 
Mittellinien; m, m,, m^ die Halbirungslinien der Winkel, 
von den Ecken bis zu den gegenüberstehenden Seiten 
gerechnet; r den Radius des umschriebenen Kreises, 
^j ?i» ?i> ?3 die Radien der vier Kreise, welche die 
Seiten des Dreiecks berühren; 

8) In einemrechtwinkligenDreieckisty stetsderrechteW.; 

9) In einem gleichschenkligen Dreieck ist a der Winkel 
an der Spitze; 

10) In einem Viereck ABCD sind a, b, c, d der Reihe 
nach die Seiten AB, BC, CD, DA; e, ej die Diago- 
nalen AC, BD ; a, /?, y, 6 die Winkel an den gleich- 
namigen Ecken; 
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11) Im Paralleltrapez ABCD ist AB die eine, CD die 
andere der parallelen Seiten; übrigens ist die Bezeicb- 
nung wie beim Viereck. 



Ites Vebiuig^stück« 

Vebnngsanfgaben über die ersten 4 Absehnitte. 

Erster Theil. 
Lehrsätze zu beweisen. 

a. Mit Hülfe der 3 ersten Abschnitte 

§. 133. Die Halbirungslinien zweier Nebenwinkel 
bilden unter sich einen rechten Winkel. 

§. 136. Errichtet man im Scheitelpunkt eines gege- 
benen Winkels Lothe auf den Schenkeln desselben nach 
derselben Seite zu, so ist der Winkel, den die Lothe bil- 
den, gleich dem gegebenen. 

§. 137. Fällt man von einem Punkt innerhalb eines 
gegebenen Winkels Lothe auf dessen Schenkel, so ist der 
Winkel, den diese Lothe bilden, gleich dem Nebenwinkel 
des gegebenen Winkels. 

§. 138. Fällt man in einem rechtwinkligen Dreieck 
von der Spitze des rechten Winkels ein Loth auf die 
Hypotenuse, so ist der Winkel, den dieses Lotb mit der 
einen Kathete macht, gleich dem Winkel, den die andere 
Kathete mit der Hypotenuse macht. 

§. 139. Im SternfÜnfeck (Pentagramm) betragen die 
5 Winkel in den Spitzen zusammengenommen 2 Rechte. 

Welche Erweiterung für mehrspitzige Sternvielecke 
Iftsst dieser Satz zu? 

$. 140. Wenn in einem rechtwinkligen Dreieck einer 
der spitzen Winkel doppelt so gross ist als der andere, 
so ist auch die Hypotenuse doppelt so lang als die kleinere 
Katbete. 
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S. 141. Wenn in einem gleichschenkligen Dreieck 
ein Winkel 60^ betrftgt, so sind die beiden andern eben 
so gross* 

S. 142. Halbirt man den Aussenwinkel an der Spitze 
eines gleichschenkligen Dreiecks, so ist die Halbirungslinie 
der Grundlinie parallel. (2 Umkehrungen.) 

S. 143. Liegen die Punkte D, E, F, 6, H, J abwech- 
selnd auf den beiden Schenkeln AB und AC eines Winkels 
A und ist AD == DE = EF = FG 3« GH = HJ, so sind die 
Winkel FDE, FEG, GFH, HGJ, JHB der Reihe nach %A, 
3A, 4A, 5A, 6A. 

S. 144. Wird in einem gleichschenkligen Dreieck, 
worin ein Winkel an der Basis doppelt so gross ist, ab 
der Winkel an der Spitze, ein Winkel an der Basis halbirt, 
so zerfällt das Dreieck dadurch in zwei andere gleich- 
schenklige Dreiecke. 

§. 145. Schneidet man auf der Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks von jedem Endpunkt aus die an* 
stossende Kathete ab und yerbiiidet die erhaltenen Punkte 
mit der Spitze des rechten Winkels, so ist das mittlere 
der drei Stücke, in welche dieser getheilt wird, so gross 
als die beiden andern zusammen genommen. 

Anm. In einem gleichsch. Dreieck bestimmt der 
Winkel an der Spitze die Winkel an der Grundlinie. Die 
Winkel im Dreieck betragen 2 Rechte. 

S. 146. Fällt man aus einem Endpunkte der Grund- 
linie eines gleichschenkligen Dreiecks ein Loth auf den 
gegenüberliegenden Schenkel, so ist der Winkel, den dieses 
Loth mit der Grundlinie bildet, halb so gross als der Win- 
kel an der Spitze. 

S. 147. Ist in einem Dreieck die Linie von der 
Hitte der Grundlinie nach der Spitze so lang als die halbe 
Grundlinie, so ist der Winkel an der Spitze ein rechter. 

§ 148. Halbirt man die vier Aussenwinkel eines 
Vierecks, so bilden diese Halbirungslinien ein Viereck, 
worin je zwei gegenüberstehende Winkel zwei Rechte 
betragen. 

§. 149. Ergänzen sich in zwei gleichschenkligen 
Dreiecken die Winkel an den Spitzen zu zwei Rechten, 
so ergänzt ein Basiswinkel des einen Dreiecks den des 
andern zu einem Rechten 

S- 150. Verlängert man die Grundlinie eines Dreiecks 
an jedem Endpunkte um die dort anstossende Dreiecksseite 
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und verbindet die so erhaltenen Punkte mit der Spitze, 
so ist der ganze hierdurch entstandene Winkel um einen 
Rechten grösser als die Hälfte des Winkels an der Spitze 
des ersten Dreiecks. 

§. 151. Verlängert man die Grun<llinie b eines Drei- 
ecks fiber den <3inen Endpunkt A um die daran stossende 
Seite c und verbindet den erhaltenen Punkt D mit der 

Spitze B, so ist der entstandene Winkel DBC = 1 R. -f ^' ^ 

Anm. Die Summe der drei halben Winkel eines 
Dreiecks beträgt 1 Rechtf'-n- 

$. 152. Schneidet man auf der Grundlinie b eines 
Dreiecks von dem Endpunkt A aus die Seite c ab und 
verbinflet den erhaltenen Punkt D mit der Spitze ß, so 

ist der entstandene Winkel DBC = + .r '^^ je nachdem 

/*>y ist oder ß <^ y- 

$. 153« Zieht man in einem Dreieck aus einer Ecke 
B die Höhe BD und die Halbirungslinie BE des Winkels 

ßy so ist der entstandene Winkel DBE = + ?Lr Li je nach- 
dem a> Y oder a < y ist. 

S. 154» Nimmt man auf einem Schenkel eines Win- 
kels A einen Punkt C an, errichtet in diesem Punkt ein 
Loth auf AC, fällt dann von G aus ein Lott) auf den andern 
Schenkel und halbirt den Winkel zwischen den beiden 
Lothen, so bildet die Halbirungslinie mit der Spitze A ein 
gleichschenkliges Dreieck. 

§. 155. Nimmt man auf einen Schenkel eines Win- 
kels einen Punkt an, errichtet da ein Loth auf dem einen 
Schenkel und flillt eins auf den andern Schenkel, so bildet 
die Halbirungsliniä des gegebenen Winkels mit den beiden 
Lothen ein gleichschenkliges Dreieck 

S. 156. Wenn man jede von zwei Seiten eines Drei- 
ecks über ihren gemeinschaftlichen Endpunkt um die an- 
dere verlängert, und die erhaltenen Endpunkte mit den 
Endpunkten der dritten Dreiecksseite verbindet, so sind 
die zuletzt erhaltenen Linien parallel. 

S. 157. Verbindet man in einem regelmässigen Sechs- 
eck ABCDEF die Ecken A und C, G und E, E und A, so 
erhält man ein gleichseitiges Dreieck. 

NB. Beim regulären Achteck geben die Verbindungs- 
linien der Isten, 3ten, 5ten, 7ten Ecke ein Quadrat. 
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$. 158« Fällt man von einem Punkte auf der Halbl- 
ruogislinie eines Winkels Lothe auf dessen Schenkisl, so 
sind dieselben gleich lang. 

S. 159. Die Halbirungslinien der Winkel an der Grund- 
linie eines gleichschenkligen Dreiecks bis zu den gegen- 
überliegenden Schenkeln gerechnet sind gleich lang. 

S. 160. Die aus den Endpunkten der Grundlinie eines 
gleich^henkligen Dreiecks gefälHen Höhen sind gleich 
lang und theiien sich so, dass ihre Stücke paarweise 
gleich jsind. 

§. 161. Sind in einem Dreieck zwei Höhen gleich, 
so ist dasselbe ein gleichschenkliges. 

S- 162.. Zieht man in einem gleichschenkligen Drei- 
eck von der Spitze eine Linie nach der Grundlinie, welche 
mit dieser einen Winkel von 60^ bildet, so* besteht zwischen 
dieser Linie und den beiden Abschnitten der Grundlinie, 
die sie erzeugt, ein solcher Zusammenhang, dass die grösste 
dieser. Linien gleiicb der Summe der beiden andern ist. 

S. 163. Der Durchschnittspunkt der Diagonalen eines 
Parallelogramms halbirt jede Gerade, die durch ihn gezo- 
gen und, von dem Umfang des Parallelogramms begrenzt 
wird. 

$» 164. Verbindet man kreuz weis die Endpunkte der 
Grundlinien zweier gleichschenkligen Dreiecke, die den- 
i^elben Winkel an der Spitze haben, und zieht von dem 
erhaltenen Durchschnittspunkt nach der gemeinschaftlichen 
Spitze, so wird der Winkel daselbst halbirt. 

S' Ifö- Zieht man durch die Ecken eines Vierecks 
Parallelen mit den Diagonalen, so entsteht ein Parallelo- 
gramm^ da$ d<)ppelt so gross ist, als das Viereck. 

$1 166. Schneidet man in einem gleichseitigen Drei- 
eck T<m jeder Ecke aus ein gleiches Stück auf je einer 
Seite ab, jedoch so, dass nicht auf einer Seite das Stück 
zweimal ahgesefanitten wird, so bilden die erhaltenen Punkte 
wieder ein gleichseitiges Dreieck. 

S. 167. Fftllt man- von einem Punkt innerhalb eines 
gleichseitigen Dreiecks Lothe auf die drei Seiten, so ist 
deren Summe so gross als die Höhe des gleichseitigen 
Dreiecks. 

§. 168. Schneidet man in einem Quadrat ABCD auf 
der Diagonale AG die Seite AB ab zum Punkte E, errichtet 
da ein Loth, bis es BC in P schneidet, so ist BF =s EP 
= EC. 
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$. 169. Zieht man ans 'einem beliebigen Punkt def 
Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks Parallelen mil 
den Schenkeln bis zu diesen, so ist die Summe der erhal- 
tenen Linien gleich einem Schenkel. 

§. i70. Fällt man von einem beliebigen Punkt der 
Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks Lothe auf die 
Schenkel, so ist die Summe derselben gleich der von einem 
Endpunkte der Grundlinie gefällten Höhe des Dreiecks. 

§. 170 * a« Haben zwei Dreiecke eine Seite und den 
gegenüberliegenden Winkel gleich, und ist ein an der 
gleichen Seite anliegender Winkel in einem Dreieck ein 
Supplementswinkel eines dieser Seite anliegenden Winkels 
im andern Dreieck, so sind die den Supplementswinkeln 
gegenüberliegenden Seiten gleich gross. 

S. 171. * Schneidet man von den Endpunkten der 
Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks auf dem einen 
Schenkel selbst und auf der Verlängerung des andern 
gleiche Stücke ab, so wird die Verbindungslinie der er- 
haltenen Punkte durch die Grundlinie halbirt. 

S. 172. Sind in zwei gleichschenkligen Dreiecken 
die Schenkel gleich und ist die Grundlinie des eine dop- 
pelt so gross als die Höhe des andern, so sind die beiden 
Dreiecke gleich gross. 

§. 173. Schneidet man aus den Ecken eines Paralle- 
logramms auf je einer der anstossenden Seiten gleiche 
Stücke ab, so dass jedoch nicht auf einer Seite zwei 
Stücke abgeschnitten werden, so sind die erhaltenen vier 
Punkte die Ecken eines neuen Parallelogramms. 

S. 174- Schneidet man aus zwei gegenüberstehendeil 
Ecken eines Parallelogramms gleiche Stücke auf beiden 
anstossenden Seiten ab, so sind die erhaltenen Punkte die 
Ecken eines neuen Parallelogramms. 

§. 175. Schneidet man aus zwei gegenüberstehenden 
Ecken einer Raute auf beiden anstossenden Seiten gleiche 
Stücke ab, so sind die vier erhaltenen Punkte die Ecken 
eines Rechtecks. 

§. 176. Halbirt man die Innenwinkel eines Rechtecks, 
so bilden die Haibirungslinien ein Quadrat. (Dasselbe gilt 
für die Aussen winket.) 

S. 177. Schneidet man aus den Ecken eines Oaadrats 
auf den Seiten je ein gleiches Stück ab, so dass nicht 
zwei Stücke auf derselben Seite abgeschnitten werden, so 
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sind die vier erhaltenen Punkte die Ecken eines dem ersten 
eingeschriebenen O^Adrats. 

§. 178. Verbindet man die Endpunkte einer Diago- 
nale eines Parallelogramms mit den Mitten zweier Gegen« 
Seiten, so wird die andere Diagonale hierdurch in drei 
gleiche Theile getheilt. 

S. 179. ^ Schneidet man von einer Ecke A eines Pa- 
rallelogramms auf der einen der anstossenden Seiten AD 
den mten Theil derselben und auf der andern AB den 
nten Theil ab und verbindet die erhaltenen Punkte, so wird 
hierdurch auf der von der Ecke ausgehenden Diagonale 
der m + 1^^ Theil abgeschnitten. 

Man ziehe mit der ersten Verbindungslinie durch alle 
übrigen Theilpunkte auf AD und die entsprechenden auf 
DC Parallelen und wende $. 88 an. 

S. 180. Sind in einem Viereck zwei Seiten parallel, 
die andern beiden gleich, aber nicht parallel (ein solches 
Viereck heisst Antiparallelogramm), so sind die Winkel, 
welche die nicht parallelen Seiten mit einer der parallelen 
Seiten bilden, gleich. 

§. 181. In) Antiparallelogramm sind 1) die Diagona- 
len, 2) die Abschnitte derselben, welche zwischen ihrem 
Durchschnittspunkt und den Endpunkten einer der paralle- 
len Seiten liegen, einander gleich. 

S* 182. Sind in einem Viereck die Diagonalen unter- 
einander ulid ein Paar Gegenseiten, eine der andern gleich, 
so ist das andere P»ar Gegenseiten parallel. 

§. 183. Sind in einem Viereck die Diagonalen gleich 
und ein Paar Gegenseiten parallel, so ist das andere Paar 
einander gleich. 

§. 184. Sind in einem Viereck zwei verschiedene 
Paare aneinanderstossender Winkel gleich, so ist dasselbe 
ein Antiparallelogramm. 

S. 185. Sind in einem Viereck die Diagonalen gleich 
und theilen sie sich so, dass die unter sich ungleichen Ab- 
schnitte der einen Diagonale gleich den Abschnitten der 
andern Diagonale sind, so ist dasselbe ein Antiparallelo- 
gramm. 

S. 186. Verbindet man die Mitten der nicht paralle- 
len Seiten eines Antiparallelogramms, so ist das Stück 
dieser Linie zwischen den Diagonalen gleich dem halben 
Unterschied der parallelen Seiten. 
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§. 187. Die Hitteipunkte der Seiten eines Antiparal- 
lelogramn^s sind die Ecken einer Raute. 

§. 188. Werden zwei auf einander senkrechte Linien 
von den Seiten eines Quadrats oder deren Verlängerungen 
durchschnitten, so ist das von zwei Gegenseiten des Qua- 
drats auf der einen der beiden Linien abgeschnittene Stück 
gleich dem Yon den beiden andern Gegenseiten auf der 
anderen Linie abgeschnittenen. 

S. 189. Stehen zwei gleich lange Linien senkrecht 
auf einander, so ist jedes Rechteck, dessen vier Seiten 
durch die vier Endpunkte jener Linien gehen, ein Quadrat. 

S. 190. Zieht man in einem ungleichseitigen Dreieck 
eine Linie von einer Ecke nach der Mitte der gegenüber- 
stehenden Seite, so bildet sie mit dieser Seite stets einen 
spitzen Winkel nach der Seite zu, wo die kleinere der 
beiden übrigen Dreiecksseiten liegt. 

§. 191. Halbirt man in einem ungleichseitigen Drei- 
eck den Winkel an der Spitze, so ist jeder der auf der 
Grundlinie entstehenden Abschnitte kleiner als die daran- 
stossende Dreiecksseite. 

§. 192. Trifft ein auf der Mitte einer Seite eines 
Dreiecks errichtetes Loth eine der beiden andern Seiten 
vor der Spitze, so ist die getroffene Seite grösser als die 
nicht getroffene. 

§. 193. Theilt ein von einer Ecke eines Dreiecks 
auf die gegenüberstehende Seite gefülltes Lotn dieselbe 
in ungleiche Stücke, so ist von den beiden übrigen Drei- 
ecksseiten diejenige die grössere, welche an das grössere 
Stück stösst. 

§. 194. Das Doppelte der Mittellinie eines Dreiecks 
ist kleiner als die Summe der nicht halbirten Seiten. 

§. 195. Jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die 
halbe Summe aller drei Seiten. 

S. 196. Ist ein Dreieck ABC gegeben und bildet 
man ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse gleich 
a -f b und einem schiefen Winkel gleich /, so ist die dem 
Winkel y gegenüberliegend Kathete gleich h + hi* 

8. 197. Dasselbe gilt für die Stücke a — b, y, hj — h. 

b. Mit[ Hülfe des vierten Abschnittes. 

§. 198. Wird eine begrenzte Gerade, die mit einem 
Endpunkte im Umfange eines Kreises 4iegt, von einem Durcb- 
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messer unter einem rechten Winkel halbirt, so liegt auch 
ihr anderer Endpunkt im Umfang des Kreises. 

§. 199. Fällt man von den Endpunkten eines Durch- 
messers Perpendikel auf eine an beiden Enden verlängerte 
Sehne, so sind die Abschnitte zwischen den Fusspunkten 
der Perpendikel und den Endpunkten der Sehne gleich lang. 

S. 200. Die Mittelpunkte aller Sehnen eines Kreises, 
die einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt haben, 
liegen im Umfang des Kreises, dessen Durchmesser die 
Verbindungslinie dieses Durchschnittspunktes mit dem Mit- 
telpunkt des Kreises ist. 

§. 201. Schneiden sich zwei Sehnen rechtwinklig, 
so ist die Summe des einen Paars gegenüberstehender 
Bogen, die zwischen ihnen liegen, gleich der Summe des 
andern Paars und gleich dem Halbkreis. 

§. 202. Machen zwei Sehnen, die an die beiden End- 
punkte einer dritten stossen, mit dieser gleiche Winkel, 
obtie parallel zu sein, so sind sie gleich gross. 

§. 203. Schneiden sich zwei Sehnen, so dass der 
eine Abschnitt der einen gleich einem Abschnitt der andern 
ist, so sind die Sehnen gleich gross. 

§. 204. Schneiden sich zwei Sekanten,- so dass der 
eine Abschnitt der einen gleich einem Abschnitt der anderft 
ist, so sind auch die ganzen Sekanten gleich gross. 

S- 205. Perpendikel auf einer Sehne, die gleichweit 
Yon den Endpunkten derselben abstehen und nach derselben 
Seite zu gehen, sind gleich lang. 

S. 206. Beschreibt man über einer begrenzten Ge- 
raden als Sehne zwei Kreissegmente, so schneiden alle 
Feripheriewinkel des einen Segments oder deren Scheitel- 
winkel gleiche Bogen vom Umfang des andern Segments ab. 

S. 207. Werden zwej gleich grosse Sehnen von einer 
dritten so geschnitten, das« ein Abschnitt der einen gleich 
einem Abschnitt der andern ist, so sind auch die Stücke 
der dritten Sehne, die zwischen dem Kreisumfang und den 
beiden ersten Sehnen liegen, gleich gross. 

S. 208. Zieht man zwei gleich grosse Kreise, so dass 
einer durch den Mittelpunkt des andern geht, so sind auf 
jeder der Achse parallelen Sehne die Abschnitte zwischen 
einem äussern Durchschnittspunkt mit einem Kreise und 
dem nächstfolgenden mit dem andern Kreise gleich dem 
Radius eines der beiden Kreise. 

4* 

Digitized by CjOOQIC 



52 Erstes UebuDgsstück* 

§. 209. Zieht man von einem Punkt, der um den 
Durchmesser vom Mittelpunkt eines Kreises entfernt liegt, 
Tangenten an densefben, so bilden dieselben einen Winkel 
von 60^ 

§. 209 a. Ist ein Winkel C und ein seine Schenkel 
in A und B berührender Kreis mit dem Mittelpunkt M 
gegeben, so schneidet 1) jede innere Tangente des Kreises 
auf den Schenkeln des Winkels ein Dreieck DCE ab, 
dessen Umfang gleich 2 CA ist, 2) jede äussere Tangente 
ein Dreieck FCG, in welchem CF + CG — FG = 2 CA ist, 
3) der Winkel DME ist gleich 90 - % C und der Winkel 
FM6 = 90 + %C. 

§. 210. Bei einem gleichseitigen Dreieck ist das Per- 
pendikel vom Mittelpunkt des umschriebenen Kreises auf 
eine Seite gefällt, halb so lang als der Radius des um- 
schriebenen Kreises. 

§. 211. Verbindet man bei einem regelmässigen 
n-Eck von ungerader Seitenzahl die Endpunkte einer Seite 
mit der gegenüberstehenden Ecke, so erhält man ein gleich- 
schenkliges Dreieck, worin der Winkel an der Grundlinie 

" mal grösser ist, als der Winkel an der Spitze. 

^ §. 212. Wenn ein Durchmesser eines Kreises in seiner 
Verlängerung eine Sekante so schneidet, dass der ausser- 
halb liegende Abschnitt derselben gleich dem Halbmesser 
ist, so ist der eine der beiden Bogen, die zwischen Durch- 
messer und Sekante liegen, das Dreifache des andern. 

§. 213. Wenn sich zwei Kreise berühren und man 
vom Berührungspunkt aus eine Linie durch dieselben zieht, 
so sind die Radien, die nach den beiden Durchschnittspunk- 
ten dieser Linie mit den Kreisen gezogen werden, parallel. 

§. 214. Wenn zwei Kreise eine innere Berührung 
haben und der Umfang .des kleineren durch den Hittel- 
punkt des grösseren geht, so wird jede Sehne des letz- 
teren, die vom Berührungspunkt aus gezogen wird, durch 
den Umfang des kleineren Kreises halbirt. 

§. 215 a. Zieht man durch den einen Durchschnitts- 
punkt A zweier sich in A und B schneidender Kreise zwei 
Sekanten CD, EF, so sind die Winkel CBD und EBF ein- 
ander gleich. 

§. 215 b. * Bei derselben Construction als im vorigen 
Satz bilden die Linien EC und DF nöthigenfalls verlängert 
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einen Winkel, der gleich dem Winkel der Tangenten' im 
Durchschnittspunkt A ist (siehe §• 115). 

§. 216, Bezeichnet man bei einem in einen Kreis 
beschriebenen 2n-Eck die Winkel der Reihe nach mit den 
natürlichen Zahlen 1, 2, 3 etc., so beträgt die Summe der 
mit ungeraden Zahlen bezeichneten Winkel, so viel als 
die Summe der mit geraden bezeichneten. 

Zuerst für Sechseck, Achteck, dann allgemein zu be- 
weisen, indem man die Winkel als Peripherie winkel durch 
die Grösse der Bogen, in welchen sie liegen, ausdrückt. 

§. 217. Bezeichnet man bei einem um einen Kreis 
beschriebenen 2n-£ck die Seiten der Reihe nach mit dfti 
natürlichen Zahlen 1, 2, 3 etc., so beträgt die Summe der 
mit ungeraden Zahlen bezeichneten so viel als die Summe 
der mit geraden bezeichneten. 

§. 217 a. Die Halbirungslinien der Winkel eines Vier- 
ecks bilden ein Kreisviereck. 

§. 217 b. Nimmt man auf jeder Seite eines Dreiecks 
ABC einen Punkt an, D auf BC, E auf AC, F auf AB, so 
schneiden sich die drei Kreislinien, welcher um die Drei- 
ecke AEF, BDF, CD£ beschrieben sind, in einem einzigen 
Punkt. 

§. 217 c. Beschreibt man um die vier Seiten eines 
Kreisvierepks ABCD als Durchmesser vier Kreise, so Ifil- 
dtm die vier zweiten Durchschnittspunkte je zweier anein- 
andergrenzender von diesen Kreisen ein neues Kreisvier- 
eck Ai Bi Ct D,. 

Anl. Man ziehe AAi, BB|, CCt, DD| und betrachte 
die Kreisvierecke AAiDiD, AA^ B| B, entnehme dar- 
aus die Grösse der Winkel AA|Di, AAiBi, verfahre dann 
an der gegenüberliegenden Ecke C ebenso, so kann man 
leicht zeigen, dass B^ Ai D -f- B^ C^ D^ = 2 R. sind. 

$. 218. Zwei gleich grosse Sehnen können sich 
nicht so schneiden, dass die eine durch die Mitte der an- 
deren geht. 

$. 219. Theilt man die Sehne eines beliebigen Kreis- 
bogens in drei* gleiche Theile und errichtet in den Theil- 
punkten Perpendikel, so ist das mittelste der Stücke, in 
die der Bogen hierdurch getheilt wird, kleiner als eines 
der daran stossenden (siehe §. 105). 

S. 220. Theilt man die Sehne eines beliebigen Bo- 

gens in drei gleiche Theile und zieht die Radien durch 

' die Theilpunkte, so ist das mittlere der Stücke, in die der 
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Bogen hierdurch getheiU wird, grösser als eins der beiden 
andern. (Bew. ßuf §. 65 zu stützen.) 

S. 221. Beschreibt man um ein Dreieck ABC einen 
Kreis und zieht von A aus die drei Linien h, m, r, so ist 

z. (hm) = ^ (mr) = ^" h 

§. 222 Beschreibt man um ein gleichseitiges Drei- 
eck einen Kreis und verbindet die Hittelpunkte der zu 
zwei Seiten des Dreiecks gehörigen Bogen, so wird diese 
Verbindungslinie durch die Seiten des Dreiecks in drei 
Reiche Theile gctheilt. 

$. 223. Jeder Punkt im Umfang des einem gleich- 
seitigen Dreieck umschriebenen Kreises ist von der gegen- 
überliegenden Ecke so weit entfernt, als von den beiden 
anliegenden zusammengenommen. 

■$. 224. Zieht man in einem spitzwinkligen Dreieck 
die Höhenperpendikel und verlängert eines derselben über 
4en Fusspunkt um seinen unteren Abschnitt, so liegt der 
erhaltene Endpunkt auf dem umschriebenen Kreise des 
Dreiecks. 

§. 225. Zieht man aus einer Ecke eines Dreiecks 
die Höhe -und den Durchmesser des umschriebenen Kreises, 
so macht die Höhe mit einer der von dieser Ecke aus- 
gehenden Dreiecksseiten desselben Winkels als Jer Durch- 
messer mit der andern. 

§. 225 a. Liegt die Spitze eines rechten Winkels in 
einem Kreise und werden von den Endpunkten eines be- 
liebigen Durchmessers je ein Loth auf die Schenkel des- 
selben gefällt, so ist das Loth auf den einen Schenkel 
gleich einem der Stücke des andern Schenkels zwischen dem 
Fusspunkt des darauf gefällten Lothes und dem Kreise. 

§. 226, * Verlängert man jedes Paar Gegenseiten eines 
Kreisvierecks bis zu ihrem Durchschnittspunkt, und halbirt 
alle Winkel und Nebenwinkel, die an diesen Punkten und 
am Durchschnittspunkt der Diagonalen entstehen, so sind 
von den 6 Halbirungslinien je drei und drei paralleU 

§. 227. Geht von zwei sich schneidenden Kreisen 
der Umfang des einen durch den Hittelpunkt des andern, 
und zieht man eine Linie parallel der Achse, so dass sie 
beide Kreise durchschneidet, so ist die Summe der Seg- 
mente dieser Linie, welche nicht beiden Kreisen gemein 
sind, gleich dem Durchmesser des Kreises, der durch den 
Hittelpunkt des andern geht. 
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Anm. Man fillle von den Mittelpunkten Lothe auf die 
Parallele und wende S. 54. 3 an. 

S. 228. * Errichtet man über jeder Seite eines belie- 
bigen Dreiecks nach Aussen zu ein gleichseitiges Dreieck 
und verbindet die nach Aussen liegende Spitze eines jeden 
dieser Dreiecke mit der jedesmal gegenQberliegenden Ecke 
des ersten« Dreiecks, so schneiden sich diese drei Linien 
in einem Punkt, welcher zugleich der gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt der drei um die gleichseitigen Dreiecke 
beschriebenen Kreise ist. (Aus der Congruenz gewisser 
Dreiecke abzuleiten.) 

S. 229. * Besehreibt man um einen der beiden Durch- 
schnittspunkte zweier gleicher Kreise einen neuen Kreis, 
der die ersten schneidet, so liegen von den vier neuen 
Durchschnittspunkten zweimal zwei in gerader Linie mit 
dem andern Durchschnittspunkt der ersten »Kreise. 

Bew. Zu gleichen Bogen gleicher Kreise gehören 
gleiche Peripheriewinkel. 

§• 230. Zieht man durch einen der Durchschnitts- 
punkte zweier gleich grossen Kreise eine Gerade, so liegt 
die Mitte des von den beiden Umkreisen begrenzten Stücks 
derselben auf dem Umfang des um die gemeinschaftliche 
Sehne als Durchmesser beschriebenen Kreises. 

S. 231. FftUt man von einem beliebigen Punkt P 
Lothe PB, PC auf die Schenkel eines Winkels A, so liegen 
die vier Punkte A, B, C, P im Umfang eines Kreises. 

S. 232. * Fällt man von einem Punkt P im Umfang 
des um ein Dreieck ABC beschriebenen Kreises Lothe PD, 
PE, PF auf die drei Seiten BC, CA, AB, so liegen deren 
drei Fusspunkte D, £, F in einer geraden Linie. 

Anl. Ist P auf dem unter AC liegenden Bogen an- 
genommen, so beweise man die Gleichheit der Winkel AEF 
und DEC dadurch, dass man nachweist AEF = APF und 
DEC = DPC, wegen der Kreisvierecke AFPE und PEDC, 
und APF = DPC wegen der Kreisvierecke BFPD und 
BAPC. 
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Zweiter neil. 
Aufgaben »u construiren. 

a. Aufgaben^ deren Lösung mit Hülfe der drei ersten 
Abschnitte gefunden werden kann. 

1) Aufgaben, bei denen die Stücke meist auch 
der Lage nach gegeben sind. 

' S* 233. Durch eine Winlelspitze eines Dreiecks eine 
ausserhalb desselben fallende Linie zu ziehen, welche mit 
den beiden in der Winkelspitze zusammentreffenden Seiten 
desselben gleiche Winkel bildet. 

§. 234. Gegeben P, L, a; von P nach L eine Linie 
zu ziehen, so dass sie mit L einen Winkel gleich a macht. 

$. 235. Gegeben L, Li, a; in L^ einen Punkt X zu 
suchen, dessen senkrechter Abstand von L gleich a ist. 

S- 236« Gegeben P, Pi, L; man soll in L einen Punkt 
X suchen, der gleichen Abstand von P und Vi hat. 

§. 237. Gegeben P. L || L,, a; durch P eine Linie 
zu ziehen, so dass das zwischen L und Li liegende Stück der- 
selben die gegebene Lftnge a hat. 

§. 238. Zwischen die Schenkel eines gegebenen Win- 
kels eine Linie zu legen, die gleich und parallel einer 
gegebenen ist. 

§. 239. Von P aus durch die Schenkel eines gege- 
benen Winkels eine Linie, so zu ziehen, dass das zwischen 
den Schenkeln liegende Stück derselben gleich dem auf 
einem Schenkel gebildeten Abschnitt ist^ 

S. 240. Ton P aus durch die Schenkel eines gege- 
benen Winkels eine Linie so zu ziehen, dass die auf bei- 
den Schenkeln abgeschnittenen Stücke unter einander 
gleich sind. 

S. 241. Gegeben L, Li, a, b; einen Punkt X zu 
finden, dessen senkrechter Abstand von L gleich a und 
von Li gleich b wird. 

§. 242 In einem Dreieck ABC eine Parallele XY 
mit der Basis BC zu ziehen^ so dass 

1) diese Parallele so lang ist als das auf der einen Seite 
abgeschnittene Stück BX; oder 
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i) SO lang als die Summo der abgeschnitlenen Stücke 
BX und CY; oder 

3) so lang als der Unterschied BX — GY; oder 

4) so lang als die Summe der Stücke BX und AY; oder 

5) so lang als der Unterschied BX — AY. 

S. 243. Gegeben L [| L^, P in L, Pt in L^ und P^"; 
durch Pa eine Linie zu ziehen, die L in X, Li in Y trifft, 
so dass: 

1) die gezogene Linie PP| durchschneidet und PX + P| Y 
= a wird ; 

2) die gezogene Linie PPi nicht durchschneidet und PX 
— Pj Y = a wird ; 

3) die gezogene Linie PP^ nicht durchschneidet und PX 
4.PiY = a wird; 

4) die gezogene Linie PPi durchschneidet und PX — P« Y 
= a wird. 

$. 244. Gegeben P, P^ und eine Linie AB. In AB 
einen Punkt X zu suchen, so dass ^ PXA => ^ P^XB wird. 

§. 244 a. Auf einem Billard ABCD steht ein Ball P, 
man soll die Richtung finden, in welcher man den Ball an 
die Bande AB anspielen muss, damit er von da an die 
Bande BC, dann an CD anstösst und endlich nach einem 
gegebenen Punkt P^ gelangt. 

$. 245. Zwischen den Schenkeln eines Winkels ist 
ein Punkt gegeben; durch denselben eine Linie so zu 
ziehen, dass der Punkt die Mitt« des zwischen den Schen- 
keln liegenden Stücks wird. 

§. 246. Ausserhalb der Schenkel eines Winkels ist 
ein Punkt P gegeben; von demselben aus durch die Schen- 
kel eine Linie so zu ziehen, dass das Stück von P bis 
zum ersten Schenkel so lang wird als das Stück zwischen 
den Schenkeln. 

S. 247. Drei gegebene Längen an einen Punkt zu- 
sammenstossend , so zu legen, dass die drei andern End- 
punkte in gerader Linie und zwar der mittlere gerade in 
der Mitte zwischen den beiden anderen liegen. 

S. 247 a. Durch einen Punkt P in der Ebene zweier 
Parallelenpaare L || Li und L, || L, eine Linie zu legen, 
weleiM die vier Linien der Reihe nach in den Punkten 
X, Y, Z, T schneidet, so dass XY :=: ZT ist. 

§» 247 b« Gegeben ein Winkel BAC und auf einem 
Schenkel BA desselben ein Punkt P, gesucht ein anderer 
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Punkt X desselben Schenkels, der von P ebensoweit ent- 
fernt ist, als von dem anderen Schenkel AC. 

S. 248. Gegeben P, Pi, Pa; durch P eine Linie so 
zu legen, dass die von P^, P2 darauf gefällten Perpendikel 
gleich sind. (Zwei verschiedene Auflösungen, je nachdem 
die zu ziehende Linie zwischen P^P^ durchgeht oder nicht.) 

§. 249. Gegeben P, Pi, P^; durch P eine Linie zu 
legen, 

1) die ?i?i durchschneidet und so, dass die von P^ und 
P] darauf gefällten Lothe eine gegebene Summe 
haben; 

2) die PiP, nipht durchschneidet und so, dass die von 
Pi und P, darauf gefällten Perpendikel einen gege- 
benen Unterschied haben; 

*3) die PiPi nicht durchschneidet und so, dass die von 
, ?i und P, darauf gefftllten Perpendikel eine gege- 
bene Summe haben (siehe $. 89); 
*4t) die P1P3 durchschneidet und so, dass die von Pi und 
P, darauf gefällten Perpendikel einen gegebenen Un- 
terschied haben. (Man wende §. 89 auf ein über- 
schlagenes Paralleltrapez an.) 
S* 250. Gegeben P, P^, P^; von P aus eine Linie zu 
ziehen, so dass, wenn man von Pi, P3 darauf Perpendiker 
PiX, PjY fällt, PX = PY wird. (Man kann auch hier die 
Bedingungen PX + PY = a, PX — PY = a stellen, welche 
leicht zu erfüllen sind.) 

§. 251. In ein gegebenes festliegendes Dreieck DEP 
ein gleichschenkliges von gegebener Höhe so einzuschrei- 
ben, dass die Grundlinie des letzteren einer Seite EF des 
ersteren parallel wird. 

S. 251 a. Ein gleichschenkliges Dreieck zu construi- 
ren, dessen Spitze ein gegebener Punkt A ist, und dessen 
Grundlinie zwischen zwei gegebenen Parallelen L und L^ 
liegt, mit denen sie einen gegebenen Winkel a macht. 

S. 252. In ein gegebenes festliegendes Dreieck DEP 
ein anderes ABC einzuschreiben, wofür a, b und die Rich- 
tung von a gegeben sind. 

S. 253. In ein gegebenes Dreieck DEF ein anderes 
ABC einzuschreiben, wenn die Richtung von a und zwei 
Punkte P, ?i gegeben sind, deren einer auf b, der andere 
auf h liegen soll. 
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$. 254. In ein gegebenes gleichseitiges Dreieck ein 
anderes so einzuschreiben, dass die Seiten des neuen senk- 
recht auf denen des alten, je eine auf einer, stehen. 

§. 255. In ein gegebenes Quadrat ABCD ein gleich- 
seitiges Dreieck AEF so einzuschreiben, dass eine Ecke 
desselben in A und die beiden anderen E und F auf den 
Seiten BC und CD des Quadrats liegen. 

§ 256. Um ein gegebenes gleichseitiges Dreieck AEF 
ein Quadrat ABCD so zu beschreiben, dass die Ecke A. 
des Quadrats in die gleichnamige Ecke des Dreiecks fftllt 
und die beiden Seiten BC und CD bezüglich durch die 
Ecken E und F gehen. 

§. 257. * Um ein gegebenes Viereck ABCD ein Qua- 
drat zu beschreiben, so dass je eine Seite des Quadrats 
durch eine Ecke des Vierecks geht. (Siehe Satz 189.) 

S. 257 a. 'Ein Fünfeck ABCDE zu construiren, wenn 
die Hittelpunkte der fünf Seiten gegeben sind. 

Anl. Man ziehe eine Diagonale AC, und suche mit 
Hülfe von § 91 den Hittelpunkt derselben zu finden. 



2) Aufgaben, bei denen die Stücke nur der 
Grösse nach gegeben sind. 

Ein gleichseitiges Dreieck zu construiren: 
S. 258. aus h; §. 259. aus a + h; §. 260. aus a — h* 

Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren: 

S. 261. aus a + b, c. §. 269. aus c, a — /?. 

S. 262. aus a — b, c. ■ §. 270. aus a + b -f- c, a. 

S. 263. aus a + b, a. §. 271. aus a + b + c, a — ß. 

$. 264. aus a — b, a. §. 272. aus a + b — c, a. 

S. 265. aus a + c, b. $• 273. aus a -f h,, a. 

S. 266. aus a + c, a. § 274. aus a — h„ a. 

S. 267. aus c — a, b. §. 275. aus a + b + c und der 

S. 268. aus c — a, a. Bedingung a =: 2 ^. 

Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren : 

S. 276. aus h^, a $. 278. aus b — h, a. 

§. 277. aus b + h, a. $. 279. aus b + h„ ß. 
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$. 280. aus b — hi, ß. §. 287. ♦ aus h + hi, a. 

$. 281. aus a + b, a. (§• 196.) 

§. 282. aus a — b, a. §. 288. * aus h — hi, a. 

S. 283. aus a, t^ (§. 197.) 

S. 284 aus b, t^. $. 289. * aus h, h^. (Man 

$• 285. aus a -f b -f ^9 b. ziehe vom Fusspunkt von 

S. 286. aus a -f b -f c, a. h eine Parallele mit h|.) 

Ein Dreieck zu construiren: 

$. 290. aus p, q, b. $. 319. aus a, ß, t^. 

§. 291. aus p, b, y. §. 320. aus a, b, t^. 

§. 292. aus a, ß, m^. §. 321. aus b + c, a, t. 

§. 293. aus a, y, hj. §. 322. aus b — c, a, l. 

§. 294. aus a, b, h. §. 323. aus a, t^, t,. 

S. 295. aus a, h^, hs. §. 324. aus \ i, t|. 

S. 296. aus a, h, h^. §. 325. aus h, t,^ t^. 

S. 297. aus a, bi, ß. §. 326. aus h, t^, t,. 

S, 298. aus a, h, hj. §. 327. ♦ aus t, tj, t,. 

$♦ 299. aus a, b + c, y. §. 328. * aus a, b, h + hi. 

§. 300. aus a, b - c, y. (§. 196.) 

§. 301. aus a, b + c, a. S 329. * aus a, b, hi — h. 

$. 302. aus a, b — c, a. (§. 197.) 

§. 303. aus a, b -f- c, hi. §. 330- * aus o, ^, h + hj. 

§. 304. aus b — c, y, h^. (§. 196.) 

§. 305. aus b + c, a, ß. §. 331. * aus a, ß, h^ — h, 

§. 306. aus o, hj, a + b. (§. 197.) 

S. 307. aus a, h,, a — b. §.332. * ausa4-b,h + hi,a. 

§. 308. aus a + b + c, a, /9. (§. 196.) 

§. 309. aus a + b + c, y,hi. §. 333. ♦ aus a— b, ht—h, a. 

§. 310. aus a, h^, /? — y. (§. 197.) 

§. 311. aus a, a, ß^-y, §. 333a. * aus c, a+b, h+hi. 

§. 312. aus b, h, p — q. §. 334. * aus c, m, ß - y. 

$. 313 aus a, hj, nii. (§. 221.) 

§. 314. aus a, h„ nij. §♦ 335. * aus b + c,/9— y, a. 

S 315. aus a, hi, t^. (§. 151.) 

S. 316. aus o, hl, t,. §. 336. * aus b-c, /9— y, a. 

S. 317. aus a, h, ti (§. 152.) 

S. 318. aus a, h, ^ (t, a). , 

Ein Paralleltrapez zu construiren: 

§. 337. aus a, b, c, d. §. 338. aus a, b, c, a. 
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§. 339. aus b, d, e, ^ ß. §. 347. aus a + b, c, d, e. 

§. 340. aus a, c, ^ (ae), §. 348. aus a — b, c, d, e. 

^ (de). §. 349. aus a + b, c, d, ß. 

§. 341. aus a, b, c, ^ (aci). ^. 350. aus a -f- •>> e> ^i, ß' 

|. 342. aus, a, c, 61, '^ /?. | 351. aus a + c, d^ a, ß. 

§. 343. aus a, c, h, d. 8. 352. ausa — c, b — d, e, /?. 

|. 344. aus a, e, e,, ^ eej, |. 353. aus a+D,e,ei,^eei. 

§. 345. aus b, e, e,, -^ eCf §. 354. aus a + c + e + Cj, 

§. 346. aus e, 61, ^ (ect), a. ^ (ec), ^ (Cj c), d. 

Ein Viereck zu construiren: 

.§. 355. aus a, c, a, /?, y. §. 363. aus a, e, ei, ^ (eej), 

356. aus a, b, c, e, 6, ^ (bei). 

357. aus a, b/ ei, a, ^. §. 364. aus a, 0)6,61,^^(661). 

358. aus a, e, a, ßy y. §. 365. * aus a,c,e,6i,jJ+y. 

359. ausa, c, e, ^ (ae), §. 366. aus a+b, c, d, 61, a. 
^ (aei)* 8. 367. aus a+b, c, d, e, a. 

8. 360. * aus a, b, d, y, J. 8. 368. aus a+b, c, e, 61, jJ. 
§. 361. aus a, c, e, ^ (aej, 8. 369. aus a+b, c, d, «,'/?. 

^ (cöi). ^ §. 370. aus a+b, c, o, /?, y. 

§. 362. aus 6, 6„ ^ (eei), 

z.(de), ^(be). 

§. 370 a. Ein Viereck ABCD aus den vier Seiten a, 
b, c, d und der Länge der Geraden zu construiren, welche 
die Mitten E und 6 zweier Gegenseiten AB und CD 
verbindet. 

An]. Sei J die Mitte von AC, K die Mitte von BD, 
^0 kann man erst das Parallelogramm EJGK construiren 
mid dann die Mittelpunkte F und H der Seiten BC und 
AU finden. 

b. Mit Hülfe des vierten Abschnitts. 

1) Aufgaben, bei denen, die Stücke meist auch 
* der Lage nach gegeben sind. 

§. 371. Gegeben L, P, a. Mit a als Radius einen 
Kreis zu beschreiben, der durch P geht und L berührt. 

§. 372. Gegeben L, L^, a. Mit a als Radius einen 
Kreis zu beschreiben, der L und Li berührt. 

§. 373. Gegeben P, K, a. Mit a als Radius einen 
Kreis zu beschreiben, der durch P geht und K berührt. 
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§. 374. Gegeben L, K^ a. Mit a als Radias einen 
Kreis zu beschreiben, der L und K berührt. ^ 

§. 375. Gegeben K, Ki, a. Mit a als Radius einen 
Kreis zu beschreiber. der K und Ki berührt. 

§.376. Gegeben L || Li, P zwischen L und Lj. 
Einen Kreis zu beschreiben, der durch P geht und L und 
Li berührt. 

§. 377. Gegeben drei ];leiche Kreise. Einen Kreis 
zu beschreiben, der die gegebenen drei Kreise gleichartig' 
berührt 

§: 378. In einen gegebenen Kreis K drei gleiche 
Kreise so zu beschreiben, dass jeder von ihnen K von 
innen und die beiden andern Kreise von aussen berührt. 

§. 379. In ein gleichseitiges Dreieck drei Kreise zu 
beschreiben, von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks 
und die beiden andern Kreise berührt. 

§. 380. Gegeben L, L|, a, b. In L einen Punkt X 
zu suchen, so dass der mit dem Radius a um X beschrie- 
bene Kreis auf L^ eine Sehne gleich b abschneidet- 

$. 381. Gegeben L, K, a, b. Einen Punkt X in L 
zu suchen, so dass der mit dem Radius a um X beschrie- 
bene Kreis mit K eine Sehne gleich b gemein hat. 

§. 382. Gegeben P, L, a, b. Mit dem Radius a einen 
Kreis zu beschreiben, der durch P geht und auf L eine 
Sehne gleich b abschneidet. 

§. 383. Gegeben L, L^, a, b, c. Mit dem Radius a 
einen Kreis zu beschreiben, der auf L eine Sehne gleich 
b und auf L^ eine Sehne gleich c abschneidet. 

§. 384. Gegeben P, K, a, b. Mit dem Radius a einen 
Kreis zu beschreiben, der durch P geht und mit K ei^^ 
Sehne gleich b gemein hat. 

S. 385. Gegeben K, Ki, a, b, c. Mit dem Radius a 
einen Kreis zu beschreiben, der mit K eine Sehne gleich 
b und mit K^ eine Sehne gleich c gemein hat. 

§. 386. Gegeben P, L, F^ in L. Einen K^eis zu be- 
schreiben, der durch P geht und L in Pi berührt. 

§. 387. Gegeben P, K, P^ auf K. Einen Kreis zu 
beschreiben, der durch P geht und K in P^ berührt. 

§. 388. Gegeben K, L, P auf L. Einen Kreis zu 
beschreiben, der K und L berührt, und zwar L in P, 

§. 389. Gegeben K, L, P auf K. Einen Kreis zu be- 
schreiben, der K und L berührt und zwar K in P. 
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§. 390. Gegeben K, K«, P auf K. Einen Kreis zu 
beschreiben, der K und K^ berührt und zwar K in P. 

$. 391. In einem Kreisausschnitt einen Kreis zu be- 
schreiben, der die Radien und den Bogen berührt. 

$. 392» Gegeben P, ^i, P,. Drei Kreise zu beschrei- 
ben, deren Mittelpunkte P, Pi, P, sind und von denen jeder 
die beiden andern berührt. 

$. 393. Gegeben L, Li, L,, a, b. Um einen Punkt 
X in L einen Kreis zu beschreiben, dessen Umfang von 
Lt den kürzesten Abstand a und von L^ den kürzesten Ab- 
stand b hat. 

§. 394. Gegeben K, ein Durchmesser und die Tan- 
gente in einem Endpunkt desselben. Durch den anderen 
Endpunkt P des Durchmessers eine Linie zu ziehen, die 
den Kreis in X, die Tangente in Y trifft, so dass PX = 
XY ist. 

§. 395. Gegeben K, L, a. In K eine Sehne zu legen, 
die parallel L und gleich a ist. 

f. 396 a. Gegeben K, P innerhalb K, a. Durch P 
eine Linie zu legen, die K in den Punkten X und Y trifft, 
80 dass PY — PX = a wird. 

§. 396 b. Gegeben K, P ausserhalb K, a. Durch P 
eine Linie zu legen, die K in X, Y trifft, so dass PY -f PX 
=3 a wird. 

§. 397. Gegeben K, P ausserhalb K. Durch P eine 
Linie zju legen, die K in X, Y trifft^ so dass PX=:XY 
wird. 

§. 398. Gegeben K^ L, a. An K eine Tangente zu 
legen, deren zwischen dem Berührungspunkt und L liegen- 
des Stück gleich a wird. 

§•-399. Gegeben K, L || L|, a. An K eine Tangente 
zu legen, deren zwischen L und L| liegendes Stück gleich 
a wird. 

S- 399 a. Gegeben K, K^, L, a. Zwischen die beiden 
Kreise eine Linie zu ziehen, die parallel mit L und gleich 
a ist. 

§. 400. Gegeben P, a und zwei concentrische Kreise. 
Durch P eine Linie zu legen, die den einen der beiden 
Kreise in X, den andern in Y schneidet, so dass XY = a 
wird. 

§. 401. Gegeben K, L, L.. Eine Sehne XY in K zu 
legen, die parallel mit L ist und von L^ halbirt wird. 
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§. 401 a. Gegeben ein Kreis und darin eine Sehne AB, 
man soll eine andere Sehne von gegebener Länge finden, 
die von AB halbirt wird. 

§. 402. Gegeben K, P, Pi, a. Auf dem Umfang von 
K einen Punkt X zu suchen, so dass ^ PXP^ :=a ist. 

§. 403. Gegeben K und AABC. In K ein Dreieck 
einzuschreiben, dessen Winkel gleich den Winkeln von 
AABC sind. 

§. 404. Gegeben K und AABC. Um K ein Dreieck 
zu besehreiben, dessen Winkel gleich den Winkeln von 
AABC sind. 

§. 405. Gegeben P, Pi, P,, a, ß. Einen Punkt X zu 
suchen, so dass PXPi = a und P1XP3 = ß wird. (Pothe- 
notsche Aufgabe.) 

$. 406. Gegeben P, P|, P,. Einen Punkl X zu suchen, 
so dass PXPi = P1XP2 = PjXP wird. 

$. 407. "^ Gegeben L, P und Pi auf derselben Seite 
von L. Ein^n Punkt X in L zu su^^faen, so dass, wenn 
A und B auf verschiedenen Seiten von X in L angenom- 
men werden, PXA — PiXB = a wird. 

Anl. Man verdoppele das von P| auf AB gefUlUe 
Ldth PC über C hinaus bis P2, so findet man leicht die 
Grösse des Winkels PAP,. 

$. 407 a. Gegeben P, Pi, L. In L einen Punkt X zu 
suchen, so dass der Winkel den PX mit L bildet, halb so 
gross ist als der den P|X damit bildet. 

Anl. Man verdoppele das von P auf L gefällte Loth 
PA über A hinaus bis B, und beschreibe mit BA um B 
einen Kreis^ so ist die g^esuchte Linie leicht zu finden. 

§. 408. Gegeben K, P ausserhalb K. Auf der von 
P nach dem Mittelpunkt von K gezogenen Linie einen 
Punkt X zu suchen, so dass PX gleich der von X an K 
gezogenen Tangente wird. 

§. 409. Gegeben K, K^, die sich in P schneiden. 
Durch P eine Linie zu ziehen, die K in X, K^ in Y trifft, 
so dass einer der zu PX gehörigen Peripheriewinkel in K 
so gross ist, als einer der zu PY gehörigen Peripherie- 
winkel in Kl.* 

1) Für den Fall, dass beide Peripheriewinkel nach 
derselben Seite von XY liegen. 

2) Für den Fall, dass sie auf verschiedenen Seiten 
von XY liegen. 
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$. 410. Gegeben K, Ki, die sich in P schneiden. 
Dwrcfa F'eine Linie zu legen, die K in X, K^ in Y schnei- 
det, so dass PX = PY ist. 

§. 410 a. Gegeben E, K^ die sich in P schneiden. 
Durch P eine Liniß zn legen, die K in X, Ki in Y schnei- 
det, sa dass XY gleich einer gegebenen Strecke a wird« 

$.411. Gegeben K, L ausserhalb K. Einen Punkt 
X in L zu finden, so dass, wenn das dort errichtete Loth 
den Kreis in Y und Z trifft, XY == YZ wird. 

§. 412. ^ Gegeben K, L, P in L. Einen Punkt X auf 
K zif suchen, so dass, wenn die in X gezogene Tangente 
L in Y schneidet, XY = PY ist. 

§. 413. Gegeben L, K, P ausserhalb K und auf glei- 
cher Seite von L als K. Durch P eine Linie zu ziehen, 
die L in X, K in Y schneidet, so dass PX = PY ist. 

§. 413 aj Gegeben K, L, r, a. Mit r einen Kreis 
zu beschreiben, der K halbirt, und auf L eine Sehne = 
a giebt. 

§. 414. Gegeben K, P auf K^ L ausserhalb K* Durch 
P eine Linie zu ziehen, die L in X, K in Y trifft, so dass 
PX=%PYwird. 

$. 415. Gegeben K, K^, a, b. Eine Linie zu ziehen, 
die in K eine Sehne gleich a, in Ki eine Sehne gleich b giebt. 

(Diese Aufgabe ist dieselbe als die: Eine Linie zu 
ziehen, die zwei gegebene Kreise, jeden unter einem ge- 
gebenen Winkel, schneidet. 

$. 416. Gegeben a und b. Einen Kreis zu finden, 
so dass, wenn darin a und b als Sehnen eingetragen wer- 
den, der zu a gehörige Bogen doppelt so gross ist, als 
der zu b gehörige. 

§. 417. Gegeben K, P und Pi, beide auf K, und a. 
Einen Punkt X auf K zu suchen, so dass PX -f- P^X = a ist. 

(Dieselbe Aufgabe mit der Bedingung PX — PjX = a 
zu lösen.) 

§. 418. Gegeben K, P und P^ auf K und a. Durch 
P und Pi zwei parallele Sehnen zu ziehen, deren Summe 
= a ist (siehe §. 88). 

$. 419. Um ein gegebenes Quadrat ABCD ein anderes 
gegebenes Quadrat EFGH zu beschreiben. (So dass je 
eine Seite des letzteren durch eine Ecke des ersteren geht.) 

S. 420. In ein gegebenes Quadrat ABCD ein anderes 
gegebenes Quadrat EFGH zu beschreiben. (So dass je 
eine Ecke des letzteren in einer Seite des ersten liegt.) 
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$. 421. Um ein gegebenes gleichseitiges Dreieck 
ABC ein anderes gegebenes gleichseitiges Dreieck DEF 
zu beschreiben. (So dass je eine Seite des letzteren durch 
eine Ecke des ersten geht. 

$. 422. In ein gegebenes gleichseitiges Dreieck ABC 
ein anderes gegebenes gleichseitiges Dreieck DEF zu be^ 
schreiben. (So dass je eine Ecke des letzteren in einer 
Seite des ersteren liegt.) 

§. 423. In einen gegebenen Kreis vier (oder sechs) 
gleiche Kreise zu beschreiben, von ' denen jeder dea ge- 
gebenen und zwei der übrigen |[reise berührt« 

§. 424. Um einen Kreis drei (vier oder sechs) gleiche 
Kreise zu beschreiben, von denen jeder den gegebenen 
und zwei der andern Kreise berührt. 

§. 425. Gegeben ein Winkel BAC ein Kreis K und 
zwei Strecken a und b; man soll eine Linie finden, die 
von dem Winkel ein Dreieck vom Umfang a abschneidet 
und im Kreis eine Sehne gleich b giebt. (Siehe §. 209a.) 

§. 425 a. Durch . einen Punkt C auf einem Durch- 
messer AB eines Kreises eine Sehne DE ;bu ziehen, so 
dass der auf der einen Seite entstehende Bogen AD der 
dritte Theil des andern. Bogens BE ist. 

§. 425 b. Ueber den Seiten eines gleichseitigen Drei- 
ecks sind mit Radien, die gleich der Seite des Dreiecks 
sind Kreisbogen beschrieben, und zwar bei zwei Seiten 
nach innen, bei der dritten nach aussen; man soll einen 
Kreis zeichnen, der die drei Bogen berührt. (Dieselbe 
Aufgabe, wenn zwei Bogen nach aussen und einer nach 
innen zu liegen.) 

§. 426. Gegeben K, Ki, K^, a. An K eine Tangente 
zu ziehen, so dass, wenn an Ki und K, Tangenten senk- 
recht auf dieselbe construirt werden, diese entweder dib 
Summe a oder den Unterschied a geben. (Zurück zu füh- 
ren auf S. 249. 1 und 3.) 

§. 427. Gegeben K, K|, Ks, a. In einem Punkt X 
von K eine Tangente zu ziehen, so dass, wenn an Ki Und 
K) Tangenten senkrechte auf dieselbe construirt werden, 
welche sie in Y und Z treffen, entweder die Summe der 
Abschnitte XY und XZ oder ihr Unterschied gleich a wird. 
(Zurück zu führen auf §. 250.) 
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S. 427 a. Gegeben P, Pj, P,, a. Um P einen Kreis 
zu beschreiben, so dass die von P^, P, daran gezogenen 
Tangenten nöthigenfalls verengert einen Winkel giejch a 
einschliessen; 

Anmerkung. Man übertage, dass P auf der Halbi- 
rangsiinie des Winkels, den die , Tangenten einschliessen, 
liegen muss. 

2) Aufgaben, bei denen die Stücke nur der Grösse 
nach gegeben sind. 

Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren: 

S. 428. aus c, ha. §. 431. aus r, q. 

S. 429. * aus c, t. §. 432. aus a + b, ^. 

S. 430. aus ?, a + b + c. 

Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren. 
S. 433. aus a/^. §. 434. aus a, t^. 

Ein Dreieck zu construiren: 

§. 435. aus a, a, h. §. 449. aus h, m, q. 

§. 436. aus t, hy r« S. 450. aus a und den bei- 

§. 437. aus a, r, b. den Abschnitten, die 

§. 438. aus b, r, /? — y. durch m auf a ge- 

§. 439. aus a, ßj r. bildet werden. 

§. 440. ays a, c, ^ (tb). §. 451. ♦ aus h, q, ß — y. 

§. 441. aus a, h|, r. §. 452. aus ß^ y^ t. « 

§. 442. aus a, r, b + c. §. 453. * aus a, h, p. 

§. 443. aus a, r, b — c. $. 454. * aus a, tj, t,. 

§. 444. aus a, 'm, (. §. 455. aus a, a, (. 

i 445. aus a, /?, j. §. 456. * aus r, h, /3 — y. 

§. 446. aus a, r, a + b + c. §. 457. * ausa,m, a-f b-f-c. 

S. 447. * aus a, r, t,, $. 457a. * ausa + b + c, a,^. 

§. 448. aus c, h^, ^ (tb). 

Ein Paralleltrapez zu construiren: 

§. 458. aus a, c, ^ (be), ^ (aej. 
§. 459. aus a, b, c, ^ (dci). 
§. 460. aus a, b, c, ^ (eoi). 

5* 
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Bin \tk einen Kreis bescbreibbares Viereck zu oob- 
stmiren: 

§. 461. aus a, b, e, ^ (eei). §. 463. aus c, d, e, a + b. 
§. 462. aus e, ei, ^ (eei), r^ §. 466 aus c, d, e, a — b. 
S. 463. aus a, c, (^/?+^y), r. §. 467. aus e, ej, a + •>> r. 
§. 464. aus e, ei, ^ (eej), §. 468. aus e, Cj, a — b, r. 
^£be). 

Ein um einen Kreis beschreibbares Viereck zu con-> 
struiren : 

S. 469. aus a, bf c, e. §. 470. aus a, b, n, a. 

§. 471. aus j, a, ß, y. 

Ein Viereck zu construiren: 

S. 472. aus a, c, ^ (ac), ^ (ce), ^ (dei). 
§. 473. * aus a, e, e„ ^ (eej), y. 
§. 474. aus e, ei, ^ (eej), a, y. 
§. 474a. aus A, C, e, Oi, «^ (eei). 



/finfter ^bfdjttitt. 

Von der Ausmessung der geraden Liniea und der gerad- 
linigen Figuren. 

$. 475, Erkl. Eine Grösse ausmessen heisst angeben^ 
wie oft eine bekannte Grösse derselben Art in ihr enthalten 
ist. Diese andere Grösse nennt man das Maass. 

$. 476. Erkl. Durch das Gesetz vom 17. August 
1868 sind in Deutschland die nachstehenden Längenmaasse 
eingeführt: Das Meter, das Zentimeter, das Millimeter, das 
Decameter,, das Kilometer, die Neumeile und zwar ist 1 m. 
= 100 zm. = 1000 mm. = 0,i Dm. = 0,ooi Km. = %s^o 
Neumeile. 

Deutsche Namen sind zu merken statt Meter: Stab, 
statt Zentimeter: Neuzoll, statt Millimeter: Strich, statt 
Decameter: Kette Ausserdem merke man noch: das Dezi- 
meter = 0,1 m.; das Hectometer = 100 m. 
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fier Grundsatz, wonach dik Benennungen, aus der der 
Meter gebildet sind, ist, wie man leicht erkennt, der, dass 
die Theilo des Meters mit den lateinischen Zahlwörtern, 
die Vielfachen mit den griechischen Zahlwörtern gebildet sind. 

Ein Meter ist ungefähr der zehnmillionste Theil des 
Erdmeridianquadranten. 

Aeltere Läogenmaasse sind die Ruthe, welche im Duo- 
decimalmaass in 12 Fuss, 144 Zoll, 1728 Linien, im Deci- ^ 
malmaass in 10 Fuss, 100 Zoll, 1000 Linien getheilt wurde; 
2000 Ruthen bildeten die preussische Meile, 25% Zoll 
Duodecimalmaass die Elle. 

§. 477. Aufgabe. Eine gerade Linie nach einem 
Längen-Maass-System auszumessen. 

Auflösung. Man nehme eui der Länge der zu 
messenden Linie angemessenes Maass, d. h. gewöhnlich das 
nächst kleinere und zähle, wie qft man dasselbe hinterein- 
ander auf derselben abtragen kann, bis der Rest kleiner 
wird, als das genommene Maass. 4)ann nehme man das 
nächstkleinere Maass und zähle, wie oft es in dem Rest 
enthalten ist u. ß. f. Ist man bis zum kleinsten Maass ge- 
langt, so nehme man Bruchtheile desselben, als z. B. zu- 
erst Zehntel, dann Hundertstel etc., und fahre so lange 
fort den jedesmaligen Rest zu untersuchen, als die sinn- 
liche Wahrnehmung ausreicht. Man entdeckt hierbei leicht, 
dass es durchaus nicht nöthig ist, dass irgend ein Bruch- 
theil des angenommenen Maasses genau in den zuletzt ge- 
bliebenen Rest aufgeht, und dass es also leicht unmöglich 
sein kann, die Länge einer gegebenen Linie durch ein 
gegebenes Maasssystem genau anzugeben. 

Anm. 1. Was heisst eine Linie ist 32', 514785y> • -m? 

* Anm. 2. Was ist ein Nonius? 

§. 478. Au fg. Das grösste gemeinschaftliche Maass ' 
zweier gegebenen Linien zu finden. 

Auflösung. Man trage die kleinere Linie a auf der 
grösseren b so oft hinter einander ab, als es geht; bleibt 
nun ein Rest, so trage man diesen auf der kleineren Linie 
a so oft ab, als es geht, und wenn ein Rest bleibt, diesen 
auf dem vorher erhaltenen Rest u. s. f. Wenn es nun . 
sich trifft, dass einmal ein Rest in den vorhergehenden . 
genau aufgeht, so ist dieser Rest das grösste gemeinschaft- 
liche Jlaass von a und b. Trifft es sich aber nicht, dass 
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ein Rest in dem nSchstvorbergehenden aufgeht, und es ist 
offenbar nicht nöthig, dass dieser Fall eintritt, wie weit 
man auch die Operation fortsetzt, so haben die Linien 
Oberhaupt kein gemeinschaftliches Maass. 

Anm- Linien, welche ein gemeinschaftliches Maass 
haben, heissen commensurable Linien, welche ein solches 
Maass nicht haben, incommensurable Linien. 

§. 479. Er kl. Unter dem geometrischen Verhdltniss 
zweier Grössen (Linien, Flftchen, Körper) versteht man ihre 
Vergleichung durch Division, d. h. die Frage wie viel mal die 
zweite in der ersten entha,lten ist. Man schreibt das Ver- 
hältniss von A und B A:B und nennt A. den Antecedenten 
oder das Vordergiied, B den Consequenten oder das Hinter- 
glied des Verhältnisses. Sind A und 3 zwei gleichartige 
Grössen, welche ein gemeinschaftliches Maass haben, so 
kann bian ihr Verhältnis« durch ganze Zahlen ausdrücken, 
denn ist beispielsweise A = m + m + m;B = m + ro> ^^ 
ist A : B = 3 : 2; odei' A = Va B. Die Zahl, welche an- 
giebt, wie viel mal das Hinterglied in dem Vordergliede 
enthalten ist, heisst der Exponent des Verhältnisses. 

Haben A und B kein gemeinschaftliches Maass (sind 
incommensurabel), so kann ihr Verhältniss nur näherungs- 
weise durch Zahlen ausgedrückt werden entweder dadurch 
dass mian A und B durch ein beliebig angenommenes gleich- 
artiges Maass ausmisst und die erhaltenen annähernden 
Decimalbrüche an Stelle von A und B setzt, oder mit Hülfe 
des in $. 478 beschriebenen Verfahrens, durch welches 
die vortheilhaftesten Annäherungswerthe des Verhältnisses 
A: B sich ergeben, ihre Aufstellung ist nicht schwierig, 
denn «geht beispielsweise B in A 3 mal, der erhaltene Rest 
in B 4 mal und der erhaltene Rest in dem ersten Rest 
5 mbl auf, so ist offenbar 3 : 1 der erste Mäherungswerth, 
der zweite 4X3 + 1:4 oder 13 : 4, der dritte 5X13 
+ 3:5X4 + 1 oder 68 : 31 u. s. f. (Man vergleiche die 
Lehre von den Kettenbrüchen) 

§. 480. Er kl. Als Flächenmaasse sind durch das 
oben bezeichnete Gesetz eingeführt: das Quadratmeter, 
Quadratzentimeter, Quadratmillimeter, das Ar oder Quadrat- 
decameter, das Hectar oder Quadrathectometer, die Quadrat- 
meile. Es ist hiernach 1 Quadratmeter = 10,000 Quadrat- 
zentimeter =1,000,000 Quadratmillimeter = 0,01 Ar=0,0001 
Hectar. 1 Quadratmeile = 56,250,000 Quadratmeter. 
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Die lllter«ii FiSchenmaasse waren die Quadratrutbe, 
Onadratfuss, Quadratzoll, Qaadratlinie, Ouadratmeile, sowohl 
in duodecimaler als in decimaler Theilung. Als Feldmaass 
diente der Morgen zu 180 Qnadratruthen. 

Anni. Warum hat man gerade das Quadrat als Ein- 
heit des Flächenmaasses gewählt und nicht z. B. ein gleich- 
seitiges Dreieck oder irgend eine andere Figur? 

§. 481. Lehrs. Ein Rechteck hat so viele Flftchen- 
einheiten als das Produkt aus den Anzahlen der entspre- 
chenden Lftngeneinheiten zweier zusammenstossender Sei- 
ten desselben betrigt. 

B C Iter Fall. Vor. Gegeben das 

Rechteck ABCD, dessen Länge AD = 6, 

dessen Höhe AB =4 Zentimeter beträgt. 

Beh. ABCD = 24 Ouadratzentimeter. 

Bew. Errichte in den Theilpunkten 



M 

L 
K 

Ä E F G H i b ^>/? ®' «' ^ ^^» t» ^^V^^ t[ ^?' 
und m denen von AB K, L, M Lothe 
Fig. 76. j^nf ^D^ Durch die zuerst genannten 

Lothe wird das Rechteck in sechs Rechtecke entsprechend 
der Zahl der auf AD befindlichen Theile getheilt, und durch 
die in den Theilpunkten von AB errichteten Lotbe^ jedes 
dieser sechs Rechtecke in 4 Ouadratzentimeter entspre- 
chend der Zahl dei* Theile von AB. Also hat^ das Recht- 
eck ABCD so viel Quadratzentimeter als das Produkt aus 
der Anzahl der Zentimeter von AD und AB beträgt. 

■ 2ter Fall Von Gegeben das Rechteck ABCD, 
dessen Seite AD==6V4 Zentimeter und dessen Seite AB 
= 3Vs Zentimeter ist. 

Beh. ABCD = 6% X 3% Ouadratzentimeter = 25»%^ 
Q zm. 

Bew. Man suche den Generalnenner zu den gegebenen 
Brüchen, der so vielte Theil eines Zentimeters, als der 
Generalnenner angiebt, ist das gemeinschaftliche Maass der 
Seiten AD und AB; im vorliegenden Falle also %q zm. 
hiernach trage man auf der Seite AD die darin enthaltenen 
135, auf AB die darin enthaltenen 76 Zwanzigstelzentimeter 
ab, und deiike sich in sämmtlichen Theilpunkten die Lothe 
auf AD und AB errichtet. Nach dem vorigen Beweis ent- 
hält nun das Rechteck ABCD 133X76 Ouadrate von V,« 
Zentimeter ^Seitenlange, oder da ein solches Ouadrat== V400 
Ouadratzentimeter ist: ^'Vio X '%o Ouadratzentimeter 
= *y4X ^•/5=6%X3*4 Ouadratzentimeter w. z. b. w. 
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$.482. Lehrs. Paralielogramioe ron gleicher Grund- 
linie und Höhe sind einander gfleich, 

B gC F Iter Fall. Vor. ABCD, AEFD sind Pa- 
rallelogramme von derselben Grundlinie AD 
und von gleicher Höhe, d. h. BC und BF lie- 
gen in einer Parailelen mit AD. AE und DC 
durchschneiden sich nicht. 
Beh. ABCD =ir AEFD. 
B e w. A ABE ^ A DCF *us den Stöcken 
1) AB = DC, 2) AE =n DF als Gegenseiten in 
Parallelogrammen , 3) ^ BAE «= ^ CDF als gleichlftufige 
Winkel. Addirt man zu den congruenten Dreiecken das 
gleiche Stück AECD, so erhält man ABCD = AEFD w. 
z. b. w. ^ 

2ter Fall. Vor. wie in Fall 1, nur 
mt dem Unterschied, dass sich AE und 
DC durchschneiden. 
Beh. wie oben. 

Bew. Man nenne 6 den Durch- 
schnittspunkt von AE und DC; nachdem 
dann die Congruenz der Dreiecke BAE 
» und CDF wie im ersten Fall bewiesen 
ist, subtrahire man von den congruenten Dreiecken das 
Stück CGE; dann bleibt ABC6 = DGEF; addirt man hierzu 
auf beiden Seiten das Stück AGD, so erhält man ABCD 
= AEFD w. z. b. ist. 

Zusatz 1. Ein Parallelogramm enthält so viele Flä- 
cheneinheiten, als das Produkt aus den Anzahlen der ent- 
sprechenden Längeneinheiten von Grundlinie und Höhe be- 
trägt, f ' = g. h. 

Zusatz 2. Die Inhalte zweier Parallelogramme von 
gleichen Grundlinien verhalten sich wie die entsprechenden 
Höhen und die Inhalte zweier Parallelogramme von gleichen 
Höhen verhalten sich wie die entsprechenden Grundlinien« 
§.483. Lehrs. Dreiecke von gleicher Grundlinie 
und Höhe sind einander gleich. 

E B D g Vor. ABC und ADC. sind zwei 
Dreiecke von derselben Grundlinie AC 
und von gl. Höhe, d. h. die Linie BD 
ist parallel AC. 

Beh. AABC = AADC. 
^ ^ Bew. Man ziehe durch A eine Pa- 

Fig. 79. rallele zu BC und durch C eine Pa- 
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rallela zu DA, bis diese Parallelen BD beziehlich in E und 
F frenen; dann ^ind zwei Parallelogramme AEBC und ADFC 
entstanden, welche nach §. 482 gleich sind ; mithin müssen 
auch die Dreiecke ABC und ADC, welche die Hälften dieser 
Parallelogramme sind, gleich sein w. z* b. w. 

Zusatz 1. Ein Dreieck hat halb so viele Fldchen- 
einhciten als das Produkt aus den Anzahlen der Längen- 
einheiten einer Seite und der zugehörigen Höhe beträgt. 
(A«%g.h.) 

Zusatz 2. Die Zusätze (2) und (3) des vorigen 
Lehrsalzefi gelten wörtlich auch von Dreiecken. 

Zusatz 3. Dreiecke von derselben Grundlinie und 
gleichem Inhalt haben ihre Spitzen in ein^ Parallelen mit 
der Grundlinie. 

§. 484. Lehrs. Ein Paralleltrapez ist gleich einem 
Parallelogramm, dessen Grundlinie gleich der halben Summe 
der parallelen Seiten und dessen Höhe gleich ihrer Ent- 
fernung ist. f* = Vt h (a + c). 

jy c Vor. ABCD ein Paralleltrapez. 

/ "\~7 ' Beh. ABCD gleich einem Pa- 

«./ w rallelogramm zwischen denselben 

xy—. y\^ Parallelen AB und CD, deren Grund- 

B^ -^ — 'A linie gleich S (AB + CD) ist. 

Fig. 80. Be\v. Sei E die Mitte von AD 

und durch E eine Parallele zu BC 
gezogen, welche AB in F, die verlängerte CD in G 
trifft; dann ist A AEF ^ A EDG aus den Stücken 1) AE 
= DE, 2) ^ AEF = ^ DEG, 3) ^ EAF = ^j: EDG; addirt 
man zu den congruenten Dreiecken das Stück BFEDC, so 
erhält man ABCDr=BCGF; die letztere Figur ist aber ein 
Parallelogramm zwischen denselben Parallelen als ABCD, 
deren Grundlinie BF nach $. 88 (2) gleich der halben 
Summe von AB und CD ist w. z. b. w. 



AnSgahen. 

§. 485. Ein Di:eieck in ein anderes von gleichem 
Inhalt zu verwandeln: 

1) wenn zwei Seiten des neuen Dreiecks gegeben sind; 

2) wenn eine Seite und ein anliegender Winkel gege- 
J>en ist; , 
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3) wenn eine Seite und der gegenüberliegende Winkel 
gegeben ist. 

1. Gegeben ein Dreieck ABC und 
zwei Strecken p und q. 

Man soll ein Dreieck von 'gleichem 
Inhalt als ABC finden, worin zwei- 
Seiten beziehlich gleich p und q s nd. 
(Sei p>q) 

Aufl. Ziehe durch B eine Paral- 
lele mit AC und beschreibe mit der 
Ifingeren der gegebenen Seiten p um A einen Kreis, wel- 
cher die Parallele in D trifft, ziehe AD, ferner durch C 
eine Parallele mit AD und beschreibe um A mit q einen 
Kreis, der die letztere Parallele in E trifft, so ist AED das 
verlangte Dreieck. / 

Bew. Ziehe noch DC; es ist i) AD = p nach Con- 
struction, 2) AE = q nach Constr., 3) A ADE = A ABC, 
weil beide nach $. 483 gleich dem Dreieck ADC sind. 

Anm. Wenn der mit der längeren Seite p um A be- 
schriebene Kreis die durch B gezogene Parallele, oder 
wenn dann der mit q beschriebene Kreis die durch C gezogene 
Parallele nicht trifft, so ist .die Auflösung mit den gege- 
benen Stücken unmöglich. 

2. Gegeben A ABC, die Strecke p 
und der Winkel q. 

Man soll ein Dreieck von gleichem 
Inhalt als ABC construiren, worin eine 
Seite gleich p und ein an dieser Seite 
lieg^der Winkel gleich q i^X. 
Aufl. Man ziehe durch B eine Pa- 
^ g2 raliele mit AC, beschreibe mit p um A 

^' einen Kreis, der die Parallele in D 

trifft, ziehe AD, ferner durch C eine Parallele mit AD und 
trage den Winkel q an die Seite AD in A an; trifft nun 
der erhaltene Schenkel dieses Winkels die letztgenannte Pa- 
rallele in E, so ist ADE das verlangte Dreieck. 

Bew. Ziehe noch DC; es ist 1) AD =p und ^ DAE 
= q nach Constr-uction und A ADE = A ABC, weil beide 
nach $. 483 gleich dem Dreieck ADC sind. 

Anm. Wie hat man sich zu helfen, wenn der mit p 
beschriebene Kreis die Parallele nicht trifft? 
3. Gegeben A ABC, Strecke p, Winkel q. 
Man soll ein Dreieck von gleichem Inhalt als ABC 
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constrairjen, dessen eine Seite gleich p, und worin der 
dieser Seite gegenüberliegende Winkel gleich q ist. 

Aufl. Ziehe durch B eine Parel- 
lele zu AG, beschreibe um A einen 
Kreis mit p, der die Parallele in D 
trifft, ziehe AD, ferner durch C eine 
I Parallele mit AD und constniire nach 
Anleitung* von S. 131 über AD den- 
jenigen Kreisabschnitt, welcher den 
Winkel q zum Peripheriewinkel hat; 
trifft nun die Peripherie dieses Kreis- 
abschnitts die letztgenannte Parallele 

Fig 83. ^^ ^' ^^ ^^ ^^^ ^^^ verlangte 

Dreieck. ' 

Bew. Ziehe noch DC; es ist 1) AD = p nach Con- 
struction, 2) ^ AED = q als Peripherie winkel des nach 
%. 131 construirten Kreisabschnitts, 3) A ADE ^A ABC, 
weil beide nach S. 483 gleich A ADC sind. 

§. 486. Ein gegebenes Dreieck ABC in ein anderes 
von gleichem Inhalt zu verwandeln, das die Ecke A mit 
dem ersten gemein hat, dessen zweite Ecke in einem be- 
liebigen auf AB oder seiner Verlängerung gegebenen Punkt 
D liegt, und dessen dritte Ecke in AC oder seiner Ver- 
längerung liegt. 

Aufl. Sei ABC das 
gegebene Dreieck, D 
der auf AB oder seiner 
Verlängerung gegebene 
Punkt. Man ziehe DC 
und durch B eine Paral- 
^C lele damit, welche AC 

^ a^ j oii> oder seine Verlängerung 

Flg. 84a und 84b. j^ g ^^jg.^^ ^^ i^^ ^g 

das verlangte Dreieck* 

Bew. 1) AADC = AADC, 2) ADBC = ADEC 

als Dreiecke von gleicher Grundlinie und Höhe; addirt (oder 

subtrahirt) man letztere Dreiecke zu dem Dreieck ADC, 

so erhält man A ABC = A ADE w. z. b. w. 

S. 487. Ein Dreieck ABC in ein anderes von glei- 
chem Inhalt zu verwandeln, das die Ecke A mit dem 
ersten gemein hat, dessen andere Ecke ein beliebig gege- 
bener Punkt D ist und dessen dritte Ecke auf AC oder 
seiner Verlängerung liegt* 
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Sei ABC , das ge- 
'^ebene Dreieck, D 
der gegebene Punkt. 
Ziehe AD und durch 
B eine Parallele zu 
AG, welche AD oder 
r* IT X T? r ^^^^^ VerlÄngerung 

5 .A oe/^ ^ in E trifft; ziehe EC, 

Fig.SSa, und 85b. so ist, wenn Statt des 

Dreiecks ABC das gleiche Dreieck AEO gesetzt wird, die 
Aufgabe auf die vorige zurückgeführt. 

$. 488. Ein Vieleck in ein Dreieck von gleichem 
Inhalt zu verwandeln, das zwei Ecken mit dem Vieleck 
gemein hat und dessen dritte Ecke auf der Verlftngerung 
einer der beiden an eine gemeinschaftliche Ecke anstos- 
senden Seiten liegt. 

Iter Fall. Ein Viereck jin ein Dreieck 
zu verwandeln. Gegeben das Viereck ABCD; 
man soll es in ein Dreieck verwandeln, dessen 
zwei Ecken A und B sind, und dessen dritte 
Ecke auf der verlängerten AD liegt. 

AufK Ziehe BD und durch C eine Pa- 
rallele damit, welche die verlftngerte AD in 
A BEB trifft, so ist ABE das verlangte Dreieck. 
Fig. 86. 

Bew. A ABD = A ABD, A BCD = A BED als Drei- 
ecke von gleicher Grundlinie und Höhe, addirt man die beiden 
Zeilen, so erhält man ABCD = A ABE. 

2ter Fall. Ein beliebiges Vieleck (nEck) in ein an- 
deres zu verwandeln, das eine Ecke weniger hat (Cn -r- 1) 
Eck)», welches alle Ecken ausser einer ((n — 2) Ecken) 
mit dem ersteren gemein hat, und dessen letzte Ecke auf 
einer verlängerten Seite des ersteren liegt. 

Sei das Sechseck ABCDEF gegeben, 

man soll ein gleiches Fünfeck finden, das 

die Ecken A, B, E, F mit ersterem gemein 

hat, und dessen letzte Ecke auf der ver- 

^s iSiigf^rten ED liegt. 

Aufl. Ziehe BD und durch C eine Pa- 
rallele damit, welche die verlängerte ED 
in 6 trifft; ziehe B6, so ist ABGEP das 
verfangte Fünfeck. 
Fig. 87. 
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Beweiß. 1) AftDEF = ABDEP, 2) A BCD = A BGD 
als Dreieck von gleicher Grösse und Höhe. Addirt maa 
die Zeilen, so erhftlt man ABCDEF c=> ABGEF w. z. b. w. 
Es ist einleuchtend, dass durch wiederholte Anwendung 
dieser Construction ein Vieleck von beliebig Tielen Seiten 
in ein Dreieck rerwandelt werden kann. 



Ton 'den Ergänzüngsparallelognunmen und dem 
pythagoräiachen Lehrsatas. 



S. 489. Brkl. Zieht man durch einen Punkt auf 
i(» Diagonale eines Parallelogramms Parallelen mit den 
Seiten desselben, so heissen von den vier hierdurch ge- 
bildeten Parallelogrammen die beiden, durch welche die 
Diagonale nicht geht, Erginzungsparallelogramme. 

S. 490. Lehrs. ErgSnzungsparallelogramme sind 
einander gleich. 

e Vor. ABCD ein Parallelogramm, E 
1 ein Punkt der Diagonale AO, FEG |] AD» 
f^ HEI II AB. ♦ 

Beb. BFEI=:HEGD. 
-^ö Be^. 1)AABC^ AACD,2) AAFE 
'" Fi gg ^ A AHB, 3) A EIC ^ A EGC, wie be- 

reits in §. 80. 2 bewiesen ist; zieht man 
die Zeilen (2) und (3) von (1) ab, so entsteht BFEI 
= HEGD w. z. b. w, 

Anm. Es verdient bemerkt zu werden, dass, wenn 
zu beiden Seiten der Behauptung das Stück AFEH zuge^ 
zfthlt wird, sich ergiebt, dass auch ABIH = AFGD ist, 

S. 491. * Lehrs. Das Quadrat der Summe zweier 
Linien ist gleich der Summe der Quadrate der Summan- 
den, vermehrt um das doppelte Bechteck aus denselben. 
(a + b)^ = a* + 2ab + b'. 
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AB.BC 



Alf 



Btf 



H 



Vor. AC = AB + BC. 
B eh. AC^ => AB« -f BC» + 2 AB - BC, 
Der Bew. ergiebt sich aus der Betrach- 
tung der Figur 89, deren Construction 
leicht verständlich ist. 
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Fig. 90. 



B^C 

Fig. 89. 

§. 492» ^ Lehrs. Das Quadrat des Unterschiedes 
zweier Linien ist gleich der Summe der Quadrate des 
Minuendus und Subtrahendus vermindert um das doppelte 
Rechteck aus denselben, (a — b) « = a * — 2 ab + b^ 

Vor. AC = AB — BC. 
Beh. AC* = AB2 + BC2~2AB BC. 
k: fiew. Man construire die Quadrate über 
AC, AB und unter 6C, nenne sie ACGI, 
ABED, BCFH^ verlängere IG, bis es EH in 
B K trifft; AC« ist derjenige Theil der Figur, 
welcher übrig bleibt, wenn von der ganzen 
H begrenzten FlSche ADEHFC , das Stück 
IDEHF6 abgezogen wird. Die ganze be- 
grenzte Fläche besteht aber aus den 
Quadraten von AB und BC, und das abzuziehende Stück 
wird durch €K in zwei congruente Rechtecke IDEK und 
FGKH getheilt, deren jedes gleich AB*BC ist, mithin ist 
bewiesen, dass AC*=s AB^ + BC« — 2 ABBC w. z. b. w. 

$. 493. * Lehrs. Der UnterscMod zweier Quadrate 
ist gleich einem Rechteck aus der Sjumme der Seiten und 
dem Unterschied derselben, a^ — b^ = (a4-h) (a — b> 

H Vor. AB und AC sind zwei ge- 
I gebene Strecken. 
_Jt Beb» AB^ — A02 = (AB + AC) 
(AB — AC). 

Bew. Man construire über AB 
und AC die Quadrate AEDB und^ 
AGFC, verlängere ED um AC bis H 
und vollende das Rechteck GEHI, 
nenne noch K den Durchschnitt von BD und Gl; es ist 
nun AB» — AC» = AEDB — AGFC = GEDBCF = GEDK 
+ FKBC; oder wenn man statt FKBC das gleiche Recht- 
eck DKiH setzt, gleich GEHI; die l^nge Seite dieses Recht- 
ecks EH ist aber gleich AB -f AC, und die kurze Seite 
GE = AB — AC w. z. b. w. 




tig. 91. 
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§. 494. Lehrs. des Pythagoras. In einem recht- 
ifinkligen Dreieck isl: 

1) das Quadrat einer Kathete gleich dem Rechteck 
aus der Hypotenuse und dem an der Kathete liegenden 
Hdhenabschnitt; 

2) das Quadrat der Hypotenuse gleich der Summe 
der Quadrate der Katheten; 

Zusatz. Das Quadrat einer Kathete ist gleich dem 
Quadrat der Hypotenuse weniger dem Quadrat der andern 
Kathete. 

3) das* Quadrat der Höhe gleich dem Biechteck aus 
den beiden Höhenabschnitten. 

Vor. AACB ist ein bei C 
rechtwinkliges Dreieck, CD die 
von C auf die Hypotenuse ge- 
fftUte Höhe. 

Beh. 1) AC* = AD-AB, BC^ 
= BDBA, 2) AB» = AC^ + BCS 
3) CD2 = AD.DB. 

Construction. Man zeichne 
über ACy BC, AB nach aussen zu 
die Quadrate ACEP, BCIK, ABLH, 
verlängere CD bis es HL in 6 
trifft; zeichne ausserdem noch zu 
Theii 3 die Quadrate über CD und 
AD, CDPO und ADMN; ziehe 
endlich die Hülfstinien CA, BP, CL, AK. 

Beweis ad 1. A AFB ^ A ACH aus den Stücken 
1) AF = AC als Seiten eines Quadrats, 2) ABf=AH aas 
demselben Grunde, 3) ^ FAB = ^ CAH, da beide das Stück 
CAB gemein haben und ausserdem noch je einen rechten 
Winkel FAC und BAH enthalten (mitbin corigruent nach 
S. 54). Das Dreieck ABP ist aber gleich der Hälfte des 
Quadrats AFEC, da es mit demselben dieselbe Grundlinie 
AF hat und zwischen denselben Parallelen AP und BE liegt; 
ebenso auch das A CAH gleich der Hälfte des Rechtecks 
AD6H, da es mit ihm dieselbe Grundlinie AH hat und zwi- 
schen denselben Parallelen AH und CG liegt ^ also ist be- 
wiesen, dass ACEF=ADGH ist, da ihre Hälften gleich 
congruenten Dreiecken sind. 

ad 2. Auf gleiche Weise kann auf der anderen Seite 
gezeigt werden, dass BCIK = BDGL ist. Addirt man aber 




Fig. 92. 
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diese beiden Zeilen, so erhftlt 'man ACJSF + BCIK = ABLH 
oder die zweite Thesis. 

Ans dar so eben bewiesenen Thesis folgft, wenD man 
aruf beiden Seiten ein Kslheten'-Quadt;^t" abzieht, zugleich^ 
dass ein Katheten-Quadrat gleich dem Hypotenusen^-Quadrat 
vermiiidert um* das andere Kalheten^Ouadrat ist« (2^satz 
zu Thesis 2S) ^ i 

ad 3. In dem rechtwinkligen Dreieck CDA ist «ach 
Zusatz zu Thesis 2 CD* = CA* — AD*, oder wenn man statt 
CA* das nach Thesis 1 gleiche Rechteck ADGH setzt: CD* 
=3 ADGH ~ ADMN — NMHG; in diesem letzteren Rechteck 
ist aber die Seite NM=:AD, NH = BD, also ist Th. 3 
bewiesen. 

S. 495. ^ Lehrs. Umfcehrung des vorigen: 

1) ]si in einem Dreieck das Rechteck aus einer Seite 
. und einem der daraur befindlichen Höhenabschnitte gleich 

dem Quadrat der an den Höhenabschnitt stossenden Drei- 
ecksseite; oder 

2) Ist in einem Dreieck das Quadrat einer Seite so 
gross als die Summe der Quadrate der beiden andern; 
oder 

3) Ist in einem Dreieck das Quadrat einer Höhe 
gleich dem Rechteck aus den beiden durch sie gebildeten 
Höhenabschnitten, 

so ist das Dreieck ein rechtwinkliges. 

Anm. Die Sätze werden indirect leicht bewiesen. 



Aufgraben» 



$. 496. Ein Quadrat zu finden, das gleich der Summe 
zweier oder mehrerer Quadrate ist. 

Sind zwei gegebene Quadrate zu addiren, so mache 
man ihre Seiten zu Katheten eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, dann ist die Hypotenuse die Seite des gesuchten 
Quadrats; sind mehrere gegebene Quadrate zu addiren, so 
addire man nach dem so eben beschriebenen Verfahren die 
beiden ersten der gegebenon Quadrate, dann die erhaltene 
Summe und das dritte Quadrat u. s. f. bis alle Quadrate 
erschöpft sind. 

, §. 497. Ein Quadrat zu finden, das gleich dem Un- 
terschied zweier Quadrate ist. 
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Seien p und q die Seilen der Quadrate, deren Unter- 
sMei man in quadratiaeker Form finden soll. Man mache 
q tik einer Kathete md p zur Hypolenose eines rechtwink- 
ligen I>reiechs, so ist die andere Kathete die gesuchte 
Ouadratseite (siehe $. 70). 

S. 488 jBin Rechteck in ^n Quadrat zu verwandeln, 
oder, was dassel|)e ist^ zu zwei Linieu die mittlere Pro- 
p4^i?tiomile zu finden« 





Fig. 93. 



Fig. M. 



Sei ABCD ein gegebenes Rechteck; man soll ein ihm 
gleiches Quadrat oonstruiren. 

Iste Auflösung (Fig. 93). Verlängere AB bis es 
gleich AD wird zum Punkt E, beschreibe über AE einen 
Halbkreis, den die verlftngerte CB in F trifilt, dann ist AF 
die Seite des gesuchten Quadrats oder die mittlere Propor- 
tionale zwischen AB und AD. 

Bew. ^AFE gleich einem Rechten als Winkel im 
Halbkreise, mithin nach Thesis 1 des Pythagoras ist ^^ 
= ABCD. 

2t e Auflösung (Fig. 94). Verlfingere (AB um BC 
bis L, beschreibe über AL einen Halbkreis, verlftngere CB 
bis*ies den Halbkreis in M trifft; dann ist BH die Seite des 
gesuchten Quadrats oder die mittlere Proportionale zwischen 
AB und BC. 

Bew. ^ AML ist gleich einem Rechten als Winkel 
im Halbkreis, also BM^ =3 ABCD nach Thesis 3 der Pytha- 
goras. 

S. 499. Ein Rechteck in ein anderes zu verwandeln, 
von dem eine Seite gegeben ist, oder, was dasselbe ist, 
zu drei Linien die vierte Proportionale zu finden. 

Gegeben das Rechteck ABCD und die Seite p; man 
soll ein dem Rechteck ABCD gleiches Rechteck construiren, 
dessen eine Seite gleich p ist. 
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Fig. 95. 



Aufl. VerUn^e AB um p bii B, 
V sie&e BC und yerläitgere es bis es die 
ij yerlängerie AD in F IrifiTt; dann ist DF 
1 die gesuchte zweite Seite des yerlang- 
: ten Rechtecks. 
"L Zum iBeweifte voUende man die Figur 
der Ergänzungsparallelogrammey dann ist 
nach S. 490 ABCD = 6CIH, die eine 
Seite des letaeteren Rechtecks CI ist aber als Gegenseite 
im Parallelogramm gleich BB oder p; mithin ist das 
Verlangte geschehen. 

S* 500. Ein Quadrat zu zeichnen. 

1) das gleich dem Vielfachen eines gegebenen Quadrats 
ist; oder 

2) das gleich einem Tbeile eines gegebenen Quadrats 
ist; oder 

3) dessen Verhiltniss 'zu einem gegebenen Quadrat gleich 
dem VeriiAltniss zweier gegebenen Zahlen ist. 

1. (Fig. 96.) Gegeben das Quadrat 
ABCD; man soll ein 'anderes Quadrat 
construiren, das f&nfmal so gross ist 
als ABCD. 

Aufl. Verlängere AB bis E, so dass 
^ p ' AB = 5 AB ist, zeichne das Rechteck 

F>g' 96. DAEF und verwandele dieses nach 

$. 498 in ein Quadrat AGHJ, so ist dieses das yerlangte. 

2. (Fig. 97.) Gegeben das Quadrat 
ABCD; man soll ein anderes Quadrat 
construiren, das fQnfmal kleiner ist. 

Aufl. Theile AB in fQnf gleiche 
^Theile, nenne den ersten Theilpunkt 
E, vollende das Rechteck DAEF und 
verwandele es nach $. 498 in ein 
Quadrat A6HI, so ist dieses das ver- 
langte. 

Fig. 97. 
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3. (Fig. 98.) Gegeben 
&B§ Quadrat ABCD; man soll 
ein anderes consimiren, wel- 
ches % mal so gross als 
ABCD ist. 

Aufl. Tbeile AB in ftnf 
gleiche Theile und verlin- 
gere es um zwei dieser Theile 
^bis E, vollende das Rechteck 
DAEP und verwandele es nach 
S. 498 in ein Quadrat A6HI, 
so ist dieses das verlangte. 



Fig. 08. 

$. 501. Eine beliebige geradlinige Figur in ein Qua- 
drat zu verwandeln. 

Gegeben das Fünfeck ABCDE, man soll ein gleich 
grosses Quadrat construiren. 

P 





Fig. 99. 

Aufl. Verwandele das Fünfeck nach Anleitung von 
S. 488 in ein Dreieck FCG; construire dann ein dem Drei- 
eck gleiches Rechteck FKLG, das nämlich mit dem Drei- 
eck gleiche Grundlinie FG hat und halb so hoch ist, und ver- 
wandle endlich dieses Rechteck nach $. 498 in das Quadrat 
GHNO, so ist dies das verlangte dem Fünfeck ABCDB 
gleiche Quadrat. 
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9^^« IJelNuigsstnck. 

LeSrsätse nnd Au^ben, dief sich mit Hülfe des Anftem 
ud techftten Absdmitls beweisen oder auflösen lassen. 

a. Lehrsitze. 

m 

$. 502. Wenn man die Halbirungspunkte zweier Sei- 
ten eines Dreiecks verbindet und ausserdem von ihnen aus 
zwei beliebige ParalUlen nach der dritten Dreiecksseite 
zieht, so ist das hierdurch erhaltene Parallelogramm halb 
so gross als das ursprüngliche Dreieck. 

$. 503. Jede Linie, die durch den Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen eines Parallelogramms gezogen wird, 
theilt dasselbe in zwei gleiche Theile. 

$. 504 Ist in einem Paralleltrapez fUe hinie^ die die. 
Mitten der nicht parallelen Seiten verfeindet, in eine be- 
liebige Anzahl (n) gleicher Theile getheilt^ und werden 
durch die Theilpunkte beliebige Linien gezogen, die sich 
nicht innerhalb der Figur durchschneiden, so ist dadurch 
das Trapez in eben so viel gleiche Theile getheilt, als die 
erwähnte Verbindungslinie. (§. 484. §. 89.) 

Anm. Die Summe der parallelen Seiten in einem der 
so erhaltenen kleinen Paralleltrapeze ist der nte Theil von 
der Summe der parallelen Seiten in dem gegebenen Trapez. 

$. 505. Verbindet man die Mitten der parallelen Sei- 
ten eines Paralleltrapezes, so wird dasselbe dadurch in 
zwei gleiche Theile getheilt. 

$ 506. Nimmt man auf der Linie, die die Mitten 
der nicht parallelen Seiten eines Paralleltrapezes verbindet, 
einen beliebigen Punkt an und verbindet ihn mit den vier 
Ecken, so ist von den vier entstandenen Dreiecken das 
eine Paar einander gegenüberliegender gleich dem andern 
Paar. 

§. 507. Wenn zwei Dreiecke von gleichem Inhalt 
und einem gleichem Winkel so liegen, dass die gleichen 
Winkel Scheitelwinkel bilden, so sind die Verbindungslinien 
der übrigen Ecken parallel. 

§. 508. Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des 
einen gleich sind zweien Seiten des andern und die von 
diesen Seit0n eingeschlossenen Winkel sich zu zwei Rech- 
ten ergänzen, so sind die Dreiecke gleich. 
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S« 569. Schneidet man von zwei Gegeneckea eines 
beliebigen Parallelogramms auf den anstossenden Seiten 
je ein Stück ab, so dass die auf parallelen Seiten abge- 
schnittenen Stücke gleich sind, ssl ist das durch die vier 
erhaltenen Punkte gebildete Parallelogramm gleich dem,* 
das man erhält, wenn man ' von den andern Gegenecken 
des gegebenen Parallelogramms dieselben Stücke in ähn- 
licher Weise abschneidet. 

$.'510. Constrnirt man über jeder Seite eines Drei- 
ecks nach aussen zu ein Quadrat und verbindet die End- 
punkte je zweier an derselben Dreiecksecke zusammen- 
stossender Seiten verschiedener Quadrat^, so sind die er- 
haltenen neuen drei Dreiecke unter sich und mit dem ersten 
Dreieck gleich. 

$. 511. Verbindet ' man in einem Paralleltrapez den 
Mittelpunkt einer ^er nicht parallelen Seiten mit den End- 
punkten der andern, so ist das mittlere der erhaltenen 
Dreiecke halb so gross als das Paralleltrapez. 

$. 512. Verbindet man die Halbirungspunkte zweier 
Gegenseiten eines Vierecks mit den Endpunkten der jedes- 
mal gegenüberliegenden Vierecksseite, so sind die beiden 
hierdurch erhaltenen mittleren Dreiecke zusammengenom- 
men so gross als das Viereck. 

$. 513. Zwei Dreiecke ABC, DEF, deren Grund- 
Ifhien AC und DF in einer und derselben Geraden liegen, 
sind gleich, wenn die Linien von der Spitze des ersten 
nach den Endpunkten der Grundlinie des zweiten einzeln 
verglichen parallel sind den Linie;i von der Spitze des 
zweiten nach den Endpunkten der Grundlinie des ersten. 
(BD ö EA, BF II EC.) 

Anm. Man nehme zuerst die Punkte D und F ent- 
weder beide zwischen A und C, oder auf den beiden Ver- 
längerungen von AC an. 

$. 514. Schneidet man ' in einem Dreieck von den 
drei Ecken auf je einer Seite ein Stück, das gleich ihrem 
dritten Theil ist, a(), so dass jedoch nicht auf derselben 
Seite zweimal Stücke abgeschnitten werden, und verbindet 
die erhaltenen Punkte mit den Gegenecken des Dreiecks, 
so ist von den erhaltenen Dreiecken das in der Mitte lie- 
gende so gross als die Summe der drei kleinen an die 
Ecken des Dreiecks anstossenden. 

$. 515« Haben zwei Dreiecke dieselbe Spitze und 
parallele und gleiche Grundlinien, so ist das durch die 
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beiden Grandlinien bestimmte Parallalogrunm gleich der 
doppelten Summe der beiden Dreiecke, wenn die Grand- 
linien auf Terschiedenen Seiten der Spitze liegen nnd 
gleich dem doppelten Unterschied, wenn die Grundlinien 
auf derselben Seite der Spitze liegen. 

S. 516. Verbindet man einen beliebigen Punkt P mit 
den Ecken eines Parallelogramms ABCD, so ist A PAC 
gleich dem Unterschied oder gleich der Summe der Drei- 
ecke PAB und PÄD (oder auch PCB und PCD), je nach- 
dem der Punkt P entweder innnerhalb des von BAD nnd 
seinem Scheitelwinkel gebildeten Raumes liegt oder ausser- 
halb. « 

Anm. Man ziehe durch B und D Parallelen mit PA, 
bis sie die Verlftngerte AC in F und G treffen, wende 
dann $. 483 an und beweise, dass AFjpCG ist. 

$. 517. Zieht man in einem Dreieck ABC zwei Mit- 
tellinien AD, BE, die sich in S schneiden, so ist AASE 
= ^ CDSE. 

S. 518. Fallt man you einem beliebigen Punkt inner- 
halb eines rbgelmftssigen nEcks Perpendikel auf alle Seiten 
desselben, so ist deren Summe gleich dem nfachen Radios 
des eingeschriebenen Kreises. 

Wie gestaltet sich dieser Satz, wenn der Punkt ausser- 
halb des nEcks angenommen wird? 

S. 519. Das Quadrat einer Linie, die aus drei Stücken 
besteht, ist gleich der Summe der Quadrate der drei 
Stücke, vermeiirt um die doppelte Summe der Rechtecke, 
welche sich aus je zweien der Stücke bilden lassen. 

S. 520. Wird eine Linie einmal in zwei ungleiche 
und dann in zwei gleiche Stücke getheilt, so ist die Summe 
der Quadrate der ersteren um das halbe Quadrat des Un- 
terschiedes der ungleichen Stücke grösser als die Summe 
der Quadrate der letzteren. 

$. 521. Haben ein Quadrat und ein Rechteck gleichen 
Umfang, so ist ersteres um das Quadrat des halben Unter- 
schiedes der Rechtecksseiten grösser als letzteres. 

$. 522. Haben zwei Rechtecke gleichen Umfang, so 
ist dasjenige das grössere, dessen * Seiten den kleineren 
Unterschied haben. 

S. 523. Haben zwei Rechtecke gleichen Inhalt, so 
hat dasjenige, den grössten Umfang, dessen Seiten den 
grösseren Unterschied haben. 



Digitized by 



Google 



Zweites üebnngtittlelu 87 

f. 534. In einem rediiwinUigen Dreieck ist die 
Sninitie der Kathelen stete klraier üb die Snmme iw 
Hypplennse und der Höhe. ^ 

S. 525. Werden in einen gegebenen Onadret Br- 
ginznngsparaUelogrnninie gezeichnet, ao ist deren Summe 
um das halbe Quaidrat dea Unterschieds der angleichen 
Seiten eines Ergftnznngsparallelogramms kleiner als die 
Hftlfte des gegebenen Quadrate. 

.$. 526. In einem gleichseitigen Dreieck ist daa Qua- 
drat einer Seite dreimal so gross als das Quadrat des 
Halbmessers des umschriebenen Kreises. 

$. 527* Das in einen Kreis beschriebene Quadrat ist 
doppelt so gross, als das Quadrat des Halbmessers und 
daher halb so gross als das dem Kreise umschriebene 
Quadrat. 

$. 528« In einem gleichschenkligen rechtwinkligen 
'Dreieck ist das auf der Hypotenuse dem Dreieck einge- 
schriebene Quadrat neunmal, das über einer Kathete acht- 
mal kleiner als das Hypotenusenquadrat. 

$. 529. In einem Dreieck ist das Rechteck aus 
Summe und Differenz der Höhenabschnitte auf einer Seite 
gleich dem Rechteck aus Summe und Differenz der beiden 
andern Seiten. 

$. 530. Haben zwei Dreieck» die Grundlinie gemein 
und steht die Verbindungslinie der Spitzen senkrecht auf 
derselben, so ist der Unterschied der Quadrate der beiden 
übrigen Seiten bei einem Dreieck so gross als bei dem 
andern. 

S« 531. Stehen in einem Kreis zwei Sehnen senk- 
recht auf einander, so ist die Summe der Quadrate ihrer 
Tier Segmente gleich dem Quadrat des Durchmessers. 

Anm. Dieser Sats ist der Ute in „Archimedis Lemmata.'' 

S. 532. In einem rechtwinkligen Dreieck ist das 
Quadrat über der Summe der Katheten um den achtfachen 
Inhalt des Dreiecks grösser als das Quadrat des Unter- 
sckieds derselben, j^ 

$. 533. In einem rechtwinkligen Dreieck ist daa 
Quadrat über der Summe der Katheten vermehrt um das 
Quadrat des Unterschiedes derselben gleich dem Doppelten 
des Hypotenusenquadrates. 

$. 534. Ist bei drei concentrischen Kreisen das Stück 
der Tangente am inneren Kreise vom Berührungspunkt 
bis zum zweiten Kreise gleich dem Stück der Tangente 
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am zireiten Kreise Tön Berthrungipunkt bis tarn iriiXen 
jKreisa, so ist das Quadrat des Halbmaasers des mitUeren 
Kreises das arithmetische Mittel zwischen den OuAdraten 
-dar HallHB^ser des inneren und ftussarcn Kreises. 

$. &S5. Zieht man Yon einem betiebifen Pimkt nach 
den vier Ecken eines Rechtecks Linien, £o ist die Summe 
der Quadrate der nach einem Paar Gegenecken gezogenen 
gleich der Sumipe der Quadrate des anderen Paares. 

S. 536. Das durch die Halbirungslinien der Innen- 
mnkel eines Rechtecks gebildete Quadrat ist halb so gross 
als das Quadrat des Unterschieds der Rechtecksseiten. 

$. 537. Das durch .die Halbirungslinien der Aossen- 
Winkel eines Rechtecks gebildete Quadrat ist halb so gross 
als das Quadrat der Summe der Rechtecksseiten. 

§. 538. Schneidet man auf der Hypotenuse eines 
Techtwinkligen Dreiecks von jedem Ende derselben die 
anstossende Kathete ab, so ist das Quadrat des mittleren 
Stocks der Hypotenuse gleich dem doppelten Rechteck 
aus den beiden äusseren Stücken. 

S. 539. Verlängert man jQde Kathete eines recht- 
winkh'gen Dreiecks über den an die Hypotenuse stossen- 
den Endpunkt um sich seihst und verbindet die erhaltenen 
Endpunkte mit den gegenüberliegenden Endpunkten der 
Hypotenuse, so ist die^ Summe der Quadrate dieser beiden 
Verbindungslinien gleich dem fünffachen Quadrat der Hy- 
.potenuse. 

$. 540. In einem Paralleltrapez ist die Summe der 
Quadrate der Diagonalen gleich der Summe der Quadrate 
dar nicht parallelen Seiten,^ vermehrt um das doppelte 
Rechteck der paralleleii Seiten* 

$. 541. Werden in einem Dreieck aus zwei Ecken 
Höhen gezogen, «o ist in Betreff der an die dritte Ecke 
stossenden Hphenabschnitte zu beweisen, dass die beiden 
Rechtecke, die sich aus je einem derselben und der Drei- 
ecksseite, worauf er liegt, bilden lassen, gleich sind. 

§. 542. Construirt man über zwei Schenkelseiten 
eines Dreiecks nach aussen zu beliebige Parallelogramme, 
v^längert darin die den Dreiecksseiten gegenüberliegen- 
den Seiten bis zu ihrem Durchschnittspunkt und verbindet 
diesen mit der Spitze des Dreiecks, zieht man ferner mit 
.dieser zuletzt gezogenen Verbindungslinie Pnrallelen durch 
die Endpunkte der Grundlinie bis sie die Gegenseiten der 
verher construirten Parallelogramme oder ihre Verlange- 
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rungeii soiineiden und .verbindet die»e Durqlifchnittspuiikte, 
«0 irt : 

1) die Aber .der Gruidtiftie hierdurch entslandene Fi- 
gur ein Parailelogramm; 

2) dieses über der Grundlinie stehende Parallelogramm 
so gross als die beiden Über den Schenkelseiten zusammen 
genommen. 

(Vorsidiender Satz wird Lehrsati des Pappus genannt.) 

§. 543. Fftllt man von einem Punkt innerhalb eines 
Dreiecks Senkrechte auf die drei Seiten, so ist die Summe 
der Quadrate dreier solcher Seitenstücke, die keinen ge- 
meinschaftlichen Endpunkt haben, gleich der Summe der 
Quadrate der drei andern. 

§. 544. * Beschreibt man über jeder Seite eines 
Dreiecks nach aussen zu ein Quadrat und fällt von einem 
-innerhalb des Dreiecks gelegenen Punkte PerpendiKel auf 
die den Dreiecksseiten gegenüberliegenden Seiten der 
Quadrate, so ist die Summe dreier der hierbei entstande- 
nen Rechtecke, die keinen gemeinschaftlichen Eckpunkt 
haben, gleich der Summe der drei anderen. 

Anm. Han theile jedes der sechs Rechtecke dadurch 
in zwei Theile, dass man unter den Abschnitten der Drei- 
ecksseiten Quadrate zeichnet, dann ist der Satz auf den 
vorigen zurückgeführt, 

§. 545 a. "^ Werden in einem Dreieck zwei Höben 
gezogen, so ist das Quadrat oiner Seite vermehrt .um das 
Quadrat des oberen Abschnittes der darauf gefällten. Höhe 
gleich dem Quadrat des Durchmessers des dem Dreieck 
umschriebenen Kreises. 

Anm. Ist ABC das Dreieck AD, CF die Höhen, die 
sich in H schneiden, so errichte man in C ein Loth auf 
BC, bis es den umschriebenen Kreis in I trifft und beweise, 
dass CHAI ein Parallelogramm ist. 

§. 545 b. Beim Vio^eck im Kreis ist, wenn dessen 
Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, der Inhalt gleich 
der halben Summe der Producte der Gegenseiten. 

Anm. Aus dem Indischen des Brahmegupta interpre- 
tirt von Cbasles. 

$. 545 c. * Sind a, b, c drei Punkte in gerader Linie 
und ^in Punkt ausserhalb, so findet Statt: oa^-bc + 
QC^ . ajb = ob^ac + fib • bc * 9C. 
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Anm. Hau ftUe daf Ldlh od und drfieke erst oa' 
und oc^ durch den Pylhagoras und dann in dem erhaltenen 
Attadruck ad und de durch die Stttd^e ab, bd, bc aus. 



b. Aiif|;ab^B. 

S. 546. Ein Dreieck in ein anderes ron derselben 
Grundlinie zu verwandeln, worin einer der von den End- 
punkten der Grundlinie ausgehenden Höhenp^pendikel eine 
gegebene Lftnge erhftlt. 

S. 547. Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, 
fAr welches eine Höhe und ein Winkel an der dazu ge- 
hörigen Grundlinie gegeben sind. 

S. 548. Bin Dreieck in ein gleichschenkliges zu ver- 
wandeln, dessen Grundlinie eine vorgeschriebene Lftnge hat. 

$. 549. Ein Parallelogramm in ein anderes zu ver- 
wandeln, dessen Seiten gegeben sind. 

S. 550. Ein Parallelogramm in einen Rhombus zu 
verwandeln, dessen eine Diagonale gegeben ist. 

$. 551. Ein Parallelogramm in einen Rhombus zu 
verwandeln, dessen Seite gegeben ist. 

i. 552. Ein Parallelogramm von gegebener Grund- 
linie und gegebenen Winkeln zu finden, 

1) das gleich der Summe zweier (oder mehrerer) 
gegebener Parallelogramme ist; 

2) das gleich dem Unterschied zweier gegebener Pa- 
rallelogramme ist. 

Aufl. Siehe Satz 542. 

$. 553« Ein Dreieck, woffir zwei Seiten gegeben 
sind, zu finden, 

1) das gleich der Summe zweier (oder mehrerer) 
gegebener Dreiecke ist; 

2) das gleich dem Unterschied zweier gegebener Drei- 
eckfi ist 

Auh. Siehe Satz 542. ^ t 

$• 554. Durch einen Punkt auf einem Schenkel eines 
gegebenen Winkels eine Linie zu ziehen, so dass das da- 
durch von dem Winkel abgeschnittene Flftchenstück gleich 
einem gegebenen Quadrat wird. 

§. 555. In einem Dreieck ABC ist ein Punkt P ge- 
geben und mit einer Ecke A verbunden, man soll auf dem 
Umfang des Dreiecks einen Punkt X suchen, so dass dag 
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zwischen PA, PX und den Umfang Uegende Flichensiack 
einem gegebenen Onadrut gleieh wird. 

S. 556. Ein Yieleck in ein Breieck zu rerwandeln» 
desfea eine Seile d^ RicfaUing nach auf einer Seite des 
Tielecks liegt, und einen gegebenen Endpunkt hat, und 
dessen gegenttberliegende Ecke ein beliebig gegebener 
Punkt ist. 

S. 557. Von einem Dreieck oder Parallelogramm 
einen beliebigen, durch zwei ganze Zahlen bestimmten 
Bruchtheil (^ f^ zu finden und in Form eines Quadrats dar«* 
zustellen. 

S« 558. Ein Vieleck durch Linien, die von einer 
Ecke auslaufen, in eine gegebene Anzahl gleicher Thefle 
zu theilen. 

S« 959. Ein Dreieck durch Linien, die Ton einem 
auf einer Seite gegebenen Punkte ausgehen, in eine gege- 
bene Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

S. 560. Ein Dreieck durch Linien, die von einem 
innerhalb liegenden Punkte ausgehen und deren eine ge- 
geben ist, in eine gegebene Anzahl gleicher Theile zu 
theilen. 

S. 561. Ein Dreieck durch eine Zickzacklinie, die 
von einer Ecke A ausgeht, von da nach BC, dann nach 
AC und sofort zwischen AC und BC hin und her läuft, 
in eine gegebene Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

S. 562. Aus einem beliebigen Punkt im Umfang eines 
Vielecks eine Linie zu ziehen, die 

1) das Vieleck halbirt, oder 

2) einen beliebigen Bruchtheil des Vielecks, z. B. V,y 
Va9 Vi etc. abschneidet; 

3) ein FIftchenstfick abschneidet, das gleich einem ge- 
gebenen Quadrat ist. 

$. 563. Gegeben ist ein Viereck ABCD und eine 
beliebig gebrochene binie innerhalb, die zwei Gegenseiten 
AB, CD verbindet; man soll durch eine von einem auf 
den Umfang des Vierecks gegebenen Punkt ausgehende 
Linie das Viereck in zwei Stücke theilen, die gleich denen 
sind, in welche die gebrochene Linie dasselbe theilt. 

$. 564. In einem Dreieck ABC einen Punkt X zu 
suchen, so dass die drei Dreiecke XAB, XBC, XCA gleich 
gross sind. 

$. 565. Man soll die Seiten eines Quadrats um gleiche 
Stücke so verengern, so dass das durch die Endpunkte der 
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Verliqgenuigen gebildete Quadrat doppek (oder n mal) 
80 gross ist als das gegebene.. 

S. 566. Ein Viereck ABCD in ein anderes EBFD zu 
verwandeln, worin zwei Ecken B und D mit den gleich- 
namigen des ersteren Vierecks zusammen fallen, die bei- 
den andern E, F auf der Diagonale AC liegen, so dass 
A BDE = A BDF ist. 

S. 567. Ein Viereck mit Beibehaltung seiner Diago- 
nalen und des Diagonalenwinkels in ein anderes zu ver- 
.wandeln, das durch jede seiner Diagonalen halbirt wird. 

§. 568. Ein Parallelogramm durch eine Linie zu hal- 
biren, die einer gegebenen Linie parallel läuft. 

$. 569. Von einem Parallelogramm durch eine Linie, 
die einer gegebenen Linie parallel läuft, ein Stück abzu- 
schneiden, das gleich einem gegebenen Quadrat jst. 

§. 570« Ein Paralleltrapez durch Linien, die vom 
Schneidungspunkte der nicht parallelen Seiten ausgehen, 
in eine gegebene Anzahl gleicher Theile zu theilen (siehe 
§. 504). 

S. 571. Ein Paralleltrapez durch zwei der Länge 
nach gegebene gerade Linien in drei gleiche Theile za 
theilen (s. $. 504). 

$. 572. Ein Paralleltrapez in eine gegebene ungerade 
Anzahl gleicher Theile zu theilen, welche alle denselben 
Umfang haben (s. 504). 

§. 573. Ein Paralleltrapez durcb eine Zickzacklinie, 

die von einer Ecke A ausgeht, von da nach der gegenr 

überstehenden Seite CD, dann nach AB, und sofort hin 

' und herläuft, in eine gegebene Anzahl gleicher Theile zu 

theilen (s. §. 504). 

$. 574. In einen Kreis ein Rechteck von gegebenem 
Flächeninhalt einzuschreiben. ^ 

§. 575. * In einen Kreis ein Paralleltrapez (Antiparal- 
lelogramm) zu beschreiben, wovon ^ der Flächeninhalt (f^ 
und ein Winkel a gegeben ist. 

S. 576. Um einen Kreis einen Rhombus von gege- 
bener Fläche zu beschreiben. 

S. 577. Um einen Kreis ein Paralleltrapez zu be- 
schreiben, wovon der Inhalt (f^) und ein Winkel a gege- 
ben ist. . 

§. 578. Um einen Kreis ein Paralleltrapez zu be- 
schreiben, wovon der Inhalt (f^) und eine der nicht paral- 
lelen Seiten (b) gegeben ist. 
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$. 579. Ein gleichschenkliges Dreieck zu conslniiren 
aus f*, b. 

Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren : 

§. 580. auü f*, c. 

$. 581. * aus P, a + b-fc. 

$. 582. * aus t\ Q. 

fiin Dreieck zu construiren: 

$. 583. aus P, h, t. §. 588. aus f^ a^ a. 

§. 584: aus Py a, t^ §. 589. aus P, a, r. 

§. 585. aus f*, a + b, h. $, 590. aus f», a, ^ (tb). 

§. 586. aus f*, a — b, h.' §. 591. aus P, a, t|. 

§. 587. aus Py h, hf §. 592 aus P. a, t. 

§. 593. Ein Parallelogramm aus dem Flftcheninhalt. 
iP) und den beiden Diagonalen zu construiren. 

Ein Paralleltrapez zu construiren: 

§. 594 aus P, h, b, e. §. 596. aus P, d, a^ ß. 

$. 595. aus P, a, c, d. §. 597.ausP,a,h,a+b4-c+d. 

Ein Viereck zu construiren: 

§. 598. aus P, a, b, c, e. 
§. 599. aus f*, a, b, ß, y. 
«. 600. aus P, a, b, /?, i. 
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3i(btittrt ^fdiitm. 

7on d«& gwimetriidieii Proportionen nnd yon der 
Aehnliehkeit der Figuren. 

A. Sitze über geometrische Proportionen 
(TOi^leiclie' %, 479 über das geometr. Verkältniss). 

Vorbemerkang. Wir beteichiien im folgenden Absclinitt 
benannte Grössen mit grossen, Zahlen mit Uemen lateinischen 
Buchstaben. 

S« 600 a. Zwei geometrische Verhiltnisse , welche 
denselben Exponenten haben, bilden, wenn man sie durch 
das Gleichheitszeichen verbindet , eine Proportion; ist 
A=s~B, C=:^D, so ist A:B = C:D. Man nennt hierin 
die beiden Yorderglieder A und C und die beiden Hinter- 
glieder B und D gemeinsam die correspondirenden ent- 
sprechenden oder homologen Glieder der Proportion, die 
beiden äusseren Glieder A und D und die beiden inneren 
Glieder B und C heissen gemeinsam die symmetrischen 
Glieder ;i die Glieder des ersten Verhältnisses und die Glie- 
der des zweiten Verhältnisses heissen die ungleichnamigen 
Glieder. Ist das zweite Glied dem dritten gleich A:B 
Bs^B:C, so heisst die Proportion stetig, das mittlere Glied 
die mittlere Proportionale zwischen den beiden äusseren 
Gliedern. Die Proportion A:B=3A:B heisst eine iden« 
tische Proportion. 

Anm. 1. A und B, C und D müssen unter sich 
gleichartige Grössen, z. B. Linien, Flächen, Körper sein, 
A und C, B und D können ungleichartig sein. 

Anm. 2. Sind A und B, C und D incommensurabel, 
so ist nur dann A : B = C : D, wenn jedes Zahlenverhält- 
niss, das kleiner als A:B ist, auch zugleich kleiner 
als C : D, und jedes Zahlenverhältniss, das grösser als A : B, 
auch zugleich grösser als C:D ist Alle Sätze, welche 
im Nachfolgenden für Proportionen mit commensurablen 
ungleichnamigen Gliedern bewiesen werden, gelten auch 
für solche mit incommensurabeln, doch ist der Verein- 
fachung wegen der Nachweis für die. Richtigkeit dieser 
Erweiterung weggelassen. 
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S. 600 b. Hfllfssatx U Der Exponent einef Ter* 
hlltniises ändert «ich ni^hti wenp Vorder- und Hinterglied 
mit ein und derselben Zahl multiplicirt oder diridirt werden* 

S. 600 c. Hfllfssati 2. In einem Product kann die 
Ordnung der Factoren beliebig geändert werden, ohne dasa 
das Product sich ändert, auch wenn die Factoren theils 
benannte Grössen und theils Zahlen sind. 

Sind beispiejsweise A und B Linien, m und n Zahlen,« 
so kann durch die Betrachtung eines Rechtecks, dessen 
Grundlinie mA und dessen Höhe nB ist, leicht geieigt 
werden, dass m*A*n-B = mn-AB ist. 

§. 600 d. Lehrs. In einer Proportion von vier 
g]ei<?hartigen Grössen kann man 1) die inneren Glieder 
Ycrtausohen, 2) die äusseren Glieder vertauschen, 3) die 
inneren Glieder zu äusseren und zugleich die äusseren zu 
inneren machen. 

Vor^ A:B = C:D. 

Beh. 1) A:CaB:D; 2) D;B = C:A; 3) B:A 
=aD:C. 

Bew. ad 1- Da Assf B und C=:^D, so ist auch 
A:C oder^B:^D = B:D nach Hülfssatz 1. 

ad 2. Nach Httlfssatz 1 ist D : B = ^ D : ^ B, also 
auch gleich C:A. 

ad 3. Wenn A : B =s C : D, so ist selbstverständlich 
auch C : D = A : B und vertauscht man hierin die inneren 
und die äusseren Glieder, so erhält man B : A =s D : C w. 
z. b. w. 

$. 600 e. Lehrs. In einer Proportion von vier 
gleichartigen Grössen verhalten sich die Summen oder Dif- 
ferenzen der correspondirenden Glieder wie zwei ungleich- 
namige Glieder und umgekehrt die Summen oder Unter- 
schiede der ungleichnamigen Glieder verhalten sich wie 
zwei correspondirende Glieder. 

Vor. A:B=C;D. 

Beh. i) A + C:B + D = A:B; 2) A— C:B — D 
= A:B; 3) A + B:C+D=A:C; 4) A — B:C — D 
=3 A : C. 

Bew. ad 1. Setzt man statt A^B und statt C^D, 
so ist A + C=:^B + =^D = ^(B + D), mithin der Ex- 
ponent des Verhältnisses A + C : B + D = ^, d.h. gleich 
dem Exponehten des Verhältnisses A:B. Auf ähnliche 
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Weise wird die sw^ile Rehauptmi^ erwiesen; die Aritte 
und 'Vierte ergeben sichj wenn maii zuerst in der Yonitts- 
setaunf die innreren Glieder vertnusciit und dann die Be- 
liauptling«n'(<) und (2) anwendet 

S. ($00 f. Letirs. Wenn melirere Verhältnisse gldch- 
artiger Grössen' einander gleicb sind, so verhält sich ' die 
Summe aller Vorderglieder zur Summe aller Hinterglieder 
wie ein Vorderglied zu seinem HintergUede. 

Vor. A:B = C:D=:E:F etc. 

Beh. A + C + E +/.:B + D + FH =A:B, 

Bew. Da A = ^B, C=^D, E = f F ist, so ist 
A + B + €=^B+^D+=F«:2(B+D + P), mit- 
hin ist der Exponent des Verhältnisses A + C + E : B + 
D + F = ^ , d. h. gleich dem Exponenten des Verhält- 
nisses A:B etc. 

§. 600 g. Lehr 9. la jeder Proportion ist das Pror 
duct der äusseren Glieder gleich dem Product der inneren 
Glieder oder was dasselbe ist, sind die Producte der sym- 
metrischen' Glieder gleich gross. 

Vor. A:B=C:D. 

Beh. AD = BC. 

Bew. DaA = ^B,C = ?D, so ist A D — ^BD 
also nach Hülfss. 2 eben so gross als B-^D oder als B*C. 

§. 600 h. Lehrs. Aus zwei gleichen Producten bil- 
det man eine richtige Proportion, wenn man die Factoren 
des einen Products zu inneren, die des anderen zu äusseren 
Gliedern der Proportion macht. 

Vor. AD = B C, A und B, D und C sind gleich- 
namige Grössen. 

Beh. A:B = C:D. 

Bew. Angenommen A sei gleich ^B, so ist also 
nach Voraussetzung ^ B • D =: B • C, oder wenn man auf 
beiden Seiten mit B dividirt ^. D = C, d^ h. die Verhält- 
nisse A : B und C : D haben den gleichen Exponenten ^ 
und es ist also A : B =: C : D. 

§. 600 i. Aus zwei Proportionen erhält man eine neue 
Proportion, wenn man die gleichvielten Giieder mit einan- 
der multiplicirt. Man nennt dies Verfahren zwei Propor- 
tionen zusammensetzen. 
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Vor. A:B=3C:D; E:F = G:H. 

Beb. AE:BF = C6:.DH. 

Bew. Sei der Exponent der ersten Proportion f der 
der zweiten -l", 80 ist AEsa-^B^-l-F oder nach Hfilfs- 
satz 2-2^|.BF, und ebenso CG = ~D|H = ^| DH, 
mitbin haben die Yerhftltnisse AE : BF und BG : DH den 
gleichen Exponenten -^ ^ 4* ^* ^' 

Zusatz. Da man eine Proportion mit sich selbst zu- 
sammensetzen kann, so ist, wenn A : B = C : D ist, auch 
A^ ; B^ = C^ : D^ und umgekebrt. 

§. 600 L Lebrs. In einer stetigen Proportion von 
vier Linien ist das mittlere Glied die Seite desjenigen 
Quadrats, welches dem Rechteck aus den beiden Gliedern 
gleich ist. 

Vor. A;X = X;B. 

Beb. X = 1/AB. 

Bew. Mach $. 600 g ist XXs=:AB, woraus sieb die 
Behauptung ergiebt. 

B. Von der Aebnlicbkeit der Figuren. 

§. 601. Erkl. Zwei Figuren beissen iihnlich, wenn 
die^ Winkel der einen Figur einzeln verglicben der Reihe 
nach den Winkeln der andern Figur gleich sind, und wenn 
das Verhftltniss einer Seite der einen Figur zu der zwischen 
entsprechenden Winkeln gelegenen der andern für alle 
Seiten gleich ist. Sind also ABCDE, aßyie die Vielecke, 
so muss sein: 

1) A = a, B = /?, C = y, D = *, E==«; 

2 AB^BC^CD^DE^EA 

aß ßy Y^ ^^ ^« ' 

Anm. 1. Die Zahl, mit welcher man die Seiten der 
einen Figur einzeln multipliciren muss, um die Seiten der 
andern Figur zu erhalten, heisst der Aehnlichkeits-Ex- 
ponent. 

Anm. 2. In Betreff der Bezeichnung ähnlicher Fi- 
guren halte man daran fest, die Buchstaben der zweiten 
Figur stets in der Reihenfolge zu setzen, als die entspre- 
chenden Buchstaben der ersten genommen sind; dann be- 
deutet also 

facik 00 gdleb zugleich ^f = ^g, z.a = ^d etc. 

7 
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§. 602. Haupt-Lebr(satz. Zieht mm zwischen den 
Schenkeln eines Winkels zwei Parallelen, so verhalten sich 
die >auf deiu einen Schpnkel afige^cbnittenen Stücke, beide 
vom Scheitelpunkt des Winkels an gerechnet, wie die euf 
dem andern Schenkel und wie die zwischen den Schenkeln 
liegenden Stücke der Parallelen. 
A Vor. BC und DB zwei Parallelen 

zwischen den Schenkeln des Win- 
nJ^ kels A. 

-^^ Bell. AB;AD=AC:AE=BC:DE. 

j5j -^H Bew, Wir nehmen zunächst an, 

dass die Linien AB und AD commen- 

^ surabel sind, und tragen das gemein- 

" ^ schaftliche Haass von A aus auf den 

KH— HHH'nv^ Linien ab. Gesetzt es sei in AB 

4 mal, in AD 7 mal enthalten, so 



,aHH^ 



T TT V WXY nennen wir die Tbeilpunkte F, G, H, 
Fig. 100. I, K und ziehen sowohl von diesen 

Punkten, als von B Parallelen zSu AE; 
seien L, M, N, 0, P die Theilpunkte, welche auf A£ ent- 
stehen; wir ziehen ferner von den auf AE entstandenen 
Theilpunkten Parallelen mit DE, und nennen Q, R, S die 
Theilpunkte auf BC, und T, U, V, W, X, Y die auf DE. 
Nach S. 88 sind nun die auf A€ und AE entstandenen 
Theile einander sämmtlich gleich, und da die Zahl der Tbeiie 
auf AC der von AB, die Zahl der Theile auf AE der auf 
AD gleich ist, so verhält sich in der That AB : AD = AG : AE, 
d. h. im vorliegenden Falle wie 4 : 7. 

Auf gleiche Weise sind nach §. 88 aber auch die 
Theile auf BC und die Theile auf DE unter sich und auch 
erstere als Gegenseiten im Parallelogramm den letzteren 
gleich und da die Zahl der Theile auf BC gleich ist der 
Zahl der Theile von AB, und eben so die der Theile von 
DE gleich der auf AD, so verhält sich in der That BC : DE 
= AB:AD (im vorliegenden Falle wie 4; 7) w. z. b. w. 

Zusatz 1. Das an den Scheitel anstossende Stück 
auf dem einen Schenkel verhält sich zu dem nicht anstos- 
senden eben so wie die entsprechenden Stücke auf dem 
andern Schenkel. 

Der Beweis folgt aus dem Hauptsatz durch Anwen- 
dung des Satzes: Das erste Glied einer Proportion verhält 
sich zum Unterschied des ersten und zweiten Gliede$ wi^ das 
dritte Glied zum Unterschied des dritten und vierten Gliedes. 
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Zasalz 2. Der Satz behält seine Richtigkeit auch 
wenn der Schedtelpunkt des Winkels zwischen den Paral- 
lelen Kegt. (Bedarf keines besonderen Beweises.) 

Zusatz 3. Werden die Schenkel eines Winkels von 
cb^ei Parallelen durchschnitten^ so verhalten sich die Stncke 
zwischen den Parallelen auf dem einen Schenkel* wie die 
entopreohenden. Stücke auf dem andern. 

Vor. Die Schenkel des Winkels A 
werden von drei Parallelen BC, DE, F6 
durchschnitten. 

Beh. BD;DF = CE:EG. 
. Bew. Nach Zusatz (2) ist 

1) AB;AC = BD:Cfi. 

2) AD:AE=DF;EG. 
D^ aber nach dem Hauptsatz AB : AC 
==AD:AE ist, muss auch BD : CE 
=s=DF;EG oder nach §. öOOd BD : DF 

Fig. 1(W. = CE ; EG w. z. b. w. 

Zusatz 4. Werden zwei Parallelen von drei aus 
einem Punkt auslaufenden Linien durchschnitten, so ver- 
halten sich die Stücke auf der einen der Parallelen wie 
die entsprechenden auf der andern. 

Vor. Die Parallelen AC und DF wer- 
den von drei aus einem Punkt kommen- 
den Linien GAD , GBE, GCF durch- 
schnitten. 

Beh. AB:BC=DE:EF. 

Bew. Es ist nach dem Hauptsatz 

1) GB:GE==AB:DE 

2) GB:GE=BC:EF, 
also auch AB : DE ==: BC : EF oder nach 

Yertauschung. der inneren Glieder AB : BC = DE ; EF w. 
z. b. w, 

§. 603. Lehrs. Erste Umkehrung des Vorigen. 
Werden die Schenkel eines Winkels von zwei Linien so 
durchschnitten, dass die Stücke auf dem einen Schenkel 
(beide vom Scheitelpunkte an gerechnet) sich verhalten 
wie die entsprechenden Stücke auf dem andern Schenke^ 
so sind die durchschneidenden Linien parallel. 
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Vor. Die Schenkel des Winkels 
A werden von den Linien BC und 
DE 80 durchschnitten, dass AB: AD 
= AC:AE. 
Beh. BC||DE. 

Bew. Wftre DE nicht parallel BC, 

so könnte man durch D eine Paral- 

s|C lele DF zu BC ziehen, dann mtlsste 

V|r nach dem Haupts. AB : AD = AC : AF 

Fiff 103 ^^^^9 ^^ ^^^^ ^^^^ Annahme AB : AD 

= AC:AE ist, so mtlsste AF = AE 
sein, d. h. der Punkt F muss mit dem Punkt E zusam- 
menfallen. 

Zusatz 1. Werden die Schenkel eines Winkels von 
zwei Linien so durchschnitten, dass sich das an den Schei- 
tel anstossende Stück zu dem nicht anstossenden auf dem 
einem Schenkel so verhält wie auf dem andern, so sind 
die schneidenden Linien parallel. 

Zusatz 2. Theilt man die nicht parallelen Seiten 
eines Paralleltrapezes nach gleichem Yerhftltniss durch 
einen innern oder fiussern Punkt, so ist die Verbindungs- 
linie der Theilpunkte parallel den parallelen Seiten. 

Zusatz 3. Durchschneiden drei aus einem Punkt 
kommende Linien zwei andere so, dass die Stücke auf der 
einen dieser Linien sich verhalten wie die auf der andern, 
so sind die durchschnittenen Linien parallel. 

Zusatz 4. Werden zwei Parallelen von drei Linien 
so durchschnitten, dass die Stücke auf der einen Parallele 
sich verhalten wie die auf der andern, so treffen sich die 
drei schneidenden Linien in einem Punkt. 

Anm. Die Zusätze 1—4 werden sämmtlich indirect 
leicht bewiesen. 

$. 604. Lehrs. Zweite Dmkehrung des Hauptsatzes« 
Werden die Schenkel eines Winkels von zwei Linien so 
durchschnitten, dass sich die Stücke auf dem einen Schen- 
kel (beid«; vom Scheitelpunkt an gerechnet) so verhalten 
wie die Stücke der durchschneidenden Linien zwischen 
den Schenkeln, und ist eins dieser letzteren Stücke länger 
als das correspondirende Stück auf dem erstgrenannten 
Schenkel, so sind die durchschneidenden Linien parallel. 

Fig. 103. Vor. Die Schenkel des Winkels A wer- 
den von den Linien BC und DE so durchschnitten, dass 
1) AB : AD = BC : DE und 2) BC > AB ist. 
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Beb. BC||DB. 

Bew. Wftre HC nicht parallel DB, so könnte doreh 
D eine Parallele DP zu BC gezogen werden, dann wftre 
nach dem Hauptsatz AB : AD = ßC : DF ; da aber nach An- 
nahme AB : AD = BC : DE ist, müsste DF = DE, also auch 
der Winkel DEP = DFE sein, was unmöglich ist, da DBF 
als Aussenwinkel des Dreiecks ADB grösser als BAC, da- 
gegen DFB nach Hjpothesis und s/56 kleiner als BAC ist, 
von zwei gleichen Winkeln aber unmöglich der eine grösser 
und der andere kleiner sein kann als ein und derselbe 
Winkel, mithin giebt es keine Parallele zu BC durch den 
Punkt D als DE. 

S. 605. * Lehrs. Ist bei denselben Voraussetzungen 
wie im vorigen Satz eins der Stücke zwischen den Schen- 
keln kürzer als das entsprechende auf dem erstgenannten 
Schenkel, so sind die beiden durchschneidenden Linien 
entweder parallel oder machen mit dem zweiten Schenkel 
Winkel, die sich zu 180^ ergänzen. 

S. 606. Lehrs. (Erster Aehnlichkeitsfall.) Wenn 
zwei Winkel eines Dreiecks einzeln verglichen gleich sind 
zweien Winkeln eines andern Dreiecks, so sind die Drei- 
ecke ähnlich; Mit andern Worten: Die Gestalt eines Drei- 
ecks ist durch zwei Winkel bestimmt. 

Vor. ABC und GHI sind zwei 
Dreiecke, in denen 1) ^ A == ^ 6, 

2) /LB = ^Ü ist. 
Beb. AABCoD A GHL 
Constr. Schneide GH auf AB und 

Gl auf AC ab zu den Punkten D 
und E, ziehe DE. 

Bew. A GHi ^ A ADE aus den 
Stücken 1) GH = AD, 2) GI = AE, 

3) ^G='^A nach Voraussetzung; 
mithin ist ^ H = «^ ADE und da nach Annahme z: H = ^ B 
ist, muss auch 4 ADE ==^B, also DE || BC und A ADB 
G? A ABC nach dem Hauptsatz sein; statt des Dreiecks ADB 
kann aber das congruente Dreieck GHI gesetzt werden, 
also ist A GHI ähnlich A ABC w. z. b. w. 

Zusatz. Parallele Dreiecke, d. h. solche Dreiecke, 
deren Seiten paarweise parallel sind, sind immer ähnlich. 
Die Seiten sind entweder alle gleichläufig oder alle gegen- 
läufig (vergl. §. 45). 
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S. 607. Lehrs. (Zweiter Aehnlichkeitsfali.) Wenn 
zwei Seiten eines Dreiecks ia Proportion stehen mit ewei 
Seiten eines andern Dreiecks und die von diesen Seiten 
eingeschlossenen Winkel in beiden Dreiecken gleich sind, 
so sind die Dreiecke ähnlich. Mit andern Worten: Die 
Gestalt eines Dreiecks ist bestimmt durcb einen Winkel 
und das Verhdltniss der .ihn einschiiessenden Seiten. 

Fig. 104. Vor. ABC und GHI sind zwei Dreiecke, 
in welchen 1) AB:GH = AC;GI und 2) ^A = ^^G ist. 

Beh. A ABC OD A GHI. 

Co n Str. wie in $. 606. 

Bew. A GHI ^A ADE wie in $. 606; setzt man 
nun in der Voraussetzung statt der Stucke GH und Gl die 
gleichen Stücke AD und AB, so entsteht die Proportion 
AB:AD = AC:AE und ist also nach §. 603 DE parallel 
BC, d. h. A ADE oder was dasselbe ist A GHI co A ABC 
w. z. b. w. 

§. 608. Lehrs. (DriUer Aehnlichkeitsfali) Wenn 
zwei Seiten eines Dreiecks in Proportion stehen mit zwei 
Seiten eines andern Dreiecks und der der grösseren der 
beiden Seiten gegenüberliegende Winkel im ersten Dreieck 
gleich dem entsprechenden im andern Dreieck ist^ so sind 
die Dreiecke ähnlich« Mit andern Worten: Die Gestalt 
eines Dreiecks ist bestimmt durch das Verhältniss zweier 
Seiten und den der grösseren dieser Seiten gegenüberlie- 
genden Winkel. 

Fig. 104. Vor. ABC und GHI sind zwei Dreiecke, 
in welchen 1) AB : GH = BC : HI; 2) -^ A = -^ G und 3) 
BOAB ist. 

Beh. A ABC CO A GHI. 

Constr. wie bei §. 606. 

Bew. A GHI ^ A ADE wie in §. 606. Setzt man 
nun in der Voraussetzung an Stelle der Stücke GH und 
HI die gleichen Stücke AD und DE, so erhält man die 
Proportion AB : AD = BC : DE und da nach Voraussetzung 
BC > AB, ist nach S 604 BC parallel Dfi und folglidi 
A ADE oder was dasselbe ist A GHI «> AABC w. z. b. w. 

§. 609. Lehrs. (Vierter Aehnlichkeitsfali. Umkeh- 
rung des Lehrsatzes §. 606.) Wenn die drei Seiten eines 
Dreiecks in Proportion stehen mit den drei Seiten eines 
andern Dreiecks, so sind die Dreiecke ähnllek. Mit andern 
Worten : Die Gestalt eines Dreiecks ist bestimmt durch die 
Verhältnisse der drei Seiten. 



Digitized by 



3y Google 



Siebenter AbBchnitt. i03^ 

Pig. 104. Vor. ABC und GHI sind zwei Dreiecke, 
in welchen AB : GH — AC : Gl = BO : Hl ist. 
Beh. AABCo:» A GHI. 
Constr. wie in $. 606. 

Bew. Setzt üMh in der Voraussetzung an Stelle der 
Stücke GH und HI die gleichen Stücke AD und AE, so 
entsteht die Proportion AB : AD = AC : AE, mithin ist nach 
S. 603 DE parallel BC und A ADE co A ABC; es verhält 
sich also AB : AD = BC : DE, und da nach Voraussetzung 
AB : GH — BC : HI und GH = AD nach Construction, muss 
auch DE = HI, also A ADE ^ A GHI aus Gleichheit der 
drei Seiten sein; mithin ist bewiesen, dass ABC <>» A GHI 
ist w. z. b. w. 

§. 6i0. Lehr. Wenn zwei ' Vierecke ähnlich sind 
und man dieselben durch entsprechende Diagonalen in 
Dreiecke theilt, so sind die entsprechenden Dreiecke auch 
ähnlich, und umgekehrt sind zwei Vielecke aus ähnlichen 
Dreiecken in gleicher Folge zusammengesetzt, so sind die- 
selben ^ähnlich. 

Vor. ABCDE und FGHIK sind 
ähnliche Vielecke. 

Beh. 1) AABCoo A FGH, 2) 
A ACD OD A FHI , 3) A ADE 
CO AFIK. 

Bew. Da nach Voraussetzung 
iCB = ^6undAB:FG = BC:GH 
Fig. 105. ist, SO ist nach §. 607 A ABC 

CO A FGH. Nun ist -^BCD--^: GHI 
nach Voraussetzung und ^ BCA = ^ GHF aus den vorigen 
Dreiecken; mithin auch ^ ACD^=^FHL Ferner ist aus 
den vorigen Dreiecken AC : FH =^ BC : GH und nach Vor- 
aussetzung BC : GH == CD : HI; also auch AC : FH = CD : HI ; 
und A ACD <>:> A FHI nach §. 607 etc. etc. 

Auf ähnliche Art wird der umgekehrte Satz leicht 
bewi&sen. 

Anm. Reguläre Polygone von gleicher Seitenzahl 
und Kreise sind immer unter einander ähnlich. 

§. 611. Lehrs. Liegen zwei ähnliche Figuren ^o^ 
dass ihre entsprechenden Seiten entweder alle gleichläufig 
oder alle gegenläufig parallel s^ind, so schneiden sich die 
Verbindungslinien entsprechender Ecken sämmtlich in einem 
und demselben Punkt. 
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Vor. ABCDE and F6HIK 
sind ähnliche Fünfecke und AB 
parallel und gleichlftnfig FG, HC 
I D parallel und gleichläufig GH etc. 
Th. AFII^G, GH, DI, EK 
schneiden sich sdmmtlich in ein 
und demselben Funkt. 

Bew. Man verlängere AF 
und BG bis sie sich in P schnei- 
den und nehme an, dass die verlängerte CH nicht diesen 
Punkt P trifft, dann rottsste sie BG in einem andern Punkt 
schneiden; nun ist 1) PG:PB = FG:AB (§. 602), 2) 
QG : OB = GH : B€ ($. 602), also da nach Voraussetzung 
FG:AB = GH:BC, auch 3) PG:PB = OG:OB oder 
PB-PG:OB-OG = PG:OG, d. h. BG.BG == PG: QG; 
da aber das erste Glied gleich dem zweiten Glied, muss 
auch das dritte Glied gleich dem vierten sein, d. h. der 
Punkt muss mit dem Punkt P zusammenfallen w. z. b. w. 
Anm. 1. Figuren von dieser Beschaffenheit heissen 
ähnlich gelegene ähnliche Figuren, der erwähnte "Pnnkt, 
in welchem sich die Verbindungslinien entsprechender 
Ecken schneiden, heisst der Aehnlicbkeitspunkt. 

Anm. 2. In welchem Fall liegt der Aehnlicbkeitspunkt 
in den Verbindungslinien der entsprechenden Ecken selbst 
und wenn in ihren Verlängerungen? 

Anm- 3. Kreise sind immer und zwar auf doppelte 
Art ähnlich gelegene ähnliche Figuren, und haben also 
jedesmal zwei Aebnlichkeitspunkte, einen äussern und einen 
Innern. Ersterer ist der Durchschnittspunkt der verlän- 
gerten Centrale mit der Verbindungslinie der Endpunkte 
zweier gleichläufiger Halbmesser, letzterer der Durch- 
schnittspunkt der Centrale mit der Verbindungslinie der 
Endpunkte zweier gegenläufiger Halbmesser. 

Anm. 4. Jeder beliebige Punkt P innerhalb oder 
ausserhalb einer Figur hat einen entsprechenden Punkt n 
innerhalb oder ausserhalb jeder der ersten ähnlichen Figur. 
Um letzteren zu erhalten, braucht man nur den erstgege- 
benen Punkt mit den Endpunkten einer beliebigen Seite 
der ersten Figur, z. B. AB, zu verbinden und über der 
entsprechenden Seite (aß) der zweiten Figur ein dem 
Dreieck PAB ähnliches nach entsprechender Seite hin zu 
construiren. Sind die beiden ähnlichen Figuren auch ähn- 
lich gelegen, so liegen je zwei einander dergestalt ent- 
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sprechende Funkle mit einem Aehnlichkeitspunkt in gerader 
Linie. 

Anm. 5. Erklärung des Storchschnabels. 
$. 612. Lehrs. Die Inhalte ähnlicher Figuren ver- 
hatten sich wie die ^Quadrate gleichliegender Seiten. Zu- 
erst für Dreiecke, dann für Vielecke zu beweisen. 

Vor. AABC<>= A GHI. 
Beb. AABC:AGHI=AB^GH^ 
ister Bew. Man schneid) GH 
auf AB zum Punkt D, und Gl auf 
AG zum Punkt E ab, ziehe DB; 
. und BE. Es ist 1) A ADE : A ABE 
^ = AD:AB=AD:AB (§. 483 Zu- 
satz 2), 2) AABE : AABC=AE : AC 
= AD : AB. Setzt man die beiden 
Proportionen zusammen, so hebt 
sich in den ersten beiden Gliedern das Dreieck ABE fort, 
und man erhält A ADE : A ABC =3 AD • AE : AB • AG 
= AD»;AB^ q. e. d. 

2t er Bew. Dass Verhältniss der Inhalte von Drei- 
ecken ist zusammengesetzt aus dem Verhältniss der Grund- 
linien und dem Verhältniss der Höhen; bei ähnlichen Drei- 
ecken ist aber das letztere Verhältniss dem ersteren gleich, 
mithin ist das Verhältniss der Inhalte gleich dem Verhält- 
niss der Quadrate der Grundlinien. 

3. Der Beweis für ähnliche Vielecke wird durch 
Anwendung des Proportionssatzes geführt, dass, wenn meh- 
rere gleiche Verhältnisse gegeben sind, die Summe aller 
Vorderglieder zur Summe aller Hinterglieder sich verhält 
wie ein Vorderglied zu seinem Hintergliede. 

§. 613. ^ Lehrs. Die Inhalte zweier Dreiecke, die 
einen Winkel gemein haben, verhalten sich wie die Pro- 
ducte der diesen Winkel einscbliessenden Seiten. 

Der Beweis wird ebenso wie der erste Beweis des 
vorigen Satzes geführt. 

Aufgraben. 

$. 614. Au fg. Zu drei Linien die vierte Propor- 
tionale zu finden. 

Gegeben drei Strecken a, b, c; man soll zu denselben 
die vierte Proportionale finden. 
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Fig. 108. 



Iste Const'ruction. Man zeicfaoo einen 
beliebigen Winkel D und schneide auf dem 
einem Schenkel desselben die Strecken a und b 
zu den. Punkten E und F, auf dem anderen 
Schenkel die Strecke c ' zum Punkt G ab, 
ziehe EG und durch F eine Parallele damit, 
welche DG in ^ trifft, so ist DR die ge- 
suchte vierte Proportionale. 
Beweis nach $. 602. 

2te Construction. Ziehe zwei Pa- 
rallelen und schneide auf der einen von 
einem beliebigen Punkt D an, die Stücke 
a und b ab zu den Punkten E und F, 
auf der anderen Parallelen ebenfalls von 
einem beliebigen Punkt G ab, die Strecke 
D L-:<?bny^.T^ c zum Punkt H, ziehe DG und EH, welche 
/ ... iL . ^"- .,^ >^ ^'^^ ^^ I schneiden, und IF, welches GH 
Fig. loöT " ^^ ^ trifft, dann ist GK die gesuchte 

vierte Proportionale. 
Beweis nach $. 602 Zusatz 4. 
Anm. 1. Siehe oben $. 499 noch eine andere Auf- 
lösung dieser Aufgabe. ' 

Anm« 2*. Die Aufgabe, zu zwei Linien' die mittiefe 
Froportionale zu finden, ist oben §. 498 schon gelöst, 
und aus dem Bisherigen keine neue Auflösung zu finden. 
$. 615. Au fg. Eine gegebene Linie nach einem in 
Linien gegebenen Verhaltniss in zwei Stücke zu theilen. 
Gegeben die Strecke AB und die Strecken p und q; 
man soll AB in zwei Theile theilen, welche sich wie p : q 
verbalten. 

Iste Aufl. (Fig. HO.) Man 
ziehe von A eine beliebige Linie 
und trage darauf zuerst p ab zum 
Punkt C, dann von C aus nach 
beiden Seiten q zu den Punkten 
D und E, ziehe DB und EB und 
von C aus Parallelen damit, welche 
AB und seine Verlängerung be- 
ziehlich in F und G treffen; dann ist F der gesuchte Thei- 
lungspunkt, und G ein Punkt auf der verlängerten AB, 
welcher die Eigenschaft hat, dass AG : BG =» p : q ist, und 
welche» man insofern als einen äusseren Theitungspunkt 
der Linie AB ansehen kann^ als AG — BG »i AB i»ti 




F B 
Fig. 110. 
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Fig 111. 



Bew. nach $. 602 Zusatz 1. 

»teAufl. (Fig. m.) Ziehe 
von A aus eine beRebige Linie 
AC = q, durch B eine Paral* 
lele zu AC, schneide auf die- 
ser Parallelen von B aus nach 
beiden Seiten di^ Strecke q 
ab zu den Punkten D und B, 
ziehe CI> und CE, \^elche AB 
^ , und' dessen Verlängerung be- 

ziehlich in F und 6 schneidert, so sind dies die gesuchten 
Theilungspunkte, und zwar G in demselben Sinne verstan- 
den als in der vorigen Auflösung. 
Bew. nach §. 602. 

§. 616. Erklärung. Ist eine Linie AB durch einen 
Punkt C zwischen A und B und durch einen Punkt D auf 
der Verlängerung von AB so getheilt, dass AC : BC = AD : BD 
ist> so heissen die vier Punkte harmonische Punkte, und 
zww A und B, C und D einander zugeordnete Paare. (Die 
wichtigsten Eigenschaften derselben stehen im vierten 
Uebungsstück.) 

§. 617. Aufgabe. Zu einer gegebenen Figur eine 
ähnlich gelegene ähnliche zu zeichnen, wenn das Verhält- 
nJss der Seiten der beiden Figuren und eine Ecke der 
neuen Figur gegeben ist. 

Sei die Figur ABCDE, der Punkt 
F und die Strecken p und q ge- 
geben. Man soll eine Figur FGHIK 
zeichnen, welche ähnlich ABCDE 
ist, und so dass sich AB : F6 
= p : q verhält. 

Aufl. Schneide p auf AB von 
A aus ab zum Punkt L, ziehe von 
F aus mit AL eine gleichläufige 
Parallele AM = q, ziehe FA und ML, welche sich in P 
schneiden, ziehe PB, PC, PD, PE und construire zwischen 
diesen Aelinlichkeitsstrahien nach Anleitung von §• 611 
eine zu ABCDE parallele Figur FGHIK, so ist dies die 
Verlangte. 

Bew. nach §. 611 und $. 602 Zusatz 4. 
S. 618. Au fg. Zu zwei gegebenen Figuren eine 
dritte zu zeichnen, welche der einen der gegebenen Fi- 
guren gleich und der andern ähnlich ist. 
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Gegeben ein Fünfeck ABCDB und ein Viereck FGHI, 
man soll ein dem Fünfeck ABCDB fthnliches Fünfeck 
KLHNO conetruiren, das mit dem Viereck gleichen In- 
halt hat. 

Aufl. Man verwandle nach Anleitung von §. 502 
sowohl ABCDE, als FGHI in Quadrate und nenne die Sei- 
ten dieser Quadrate p und q, wfible dann den Punkt P be- 
liebig und construire nach Anleitung von $.617 ein dem 
Fünfeck ABCDE ähnliches Fünfeck KLMNO, dessen Seiten 
sich zu denen von ABCDB wie q : p verhalten, so ist 
KLMNO = FGHI. 

Bew. Nach $. 612 verhftlt sich ABCDE :KLMNO 
= p* : q\ und da ABCDE = p* ist, muss KLMNO = qS 
d. i, gleich dem Viereck FGHI sein. 

Um diese allgemeine und in zahlreichen Anwendungen 
vorkommende Aufgabe einzuüben, wende man sie zunächst 
auf folgende zwei Fälle an: 

§. 619. Au fg. In einem Dreieck eine Parallele 
mit der Grundlinie zu ziehen , so dass das abge- 
schnittene Stück die Hälfte (der nte Theil) des Drei- 
ecks ist. 

Gegeben das Dreieck ABC, man soll 
durch eine Parallele FG mit der Grund- 
linie ein Stück AFG davon abschneiden, 
welches gleich dem dritten Theil des 
Dreiecks ist. 
Aufl. Theile AB in drei gleiche 
^ Theile, errichte im ersten Theilpunkt D 
ein Loth auf AB, das den über AB be- 
schriebenen Halbkreis in E trifft, schneide AB von A aus 
auf AB ab zum Punkt F, so ist die durch F mit BC ge- 
zogene Parallele FG die verlangte. 

Bew. Nach §• 612 ist AFG ; ABC = AF^ ; AB* 

= AE^AB* 
= AD.AB;AB» 
^ AD : AB oder 
gleich 1 : 3. 
§* 620. Au fg. Ein Dreieck ABC durch eine Paral- 
lele mit der Seite BC in zwei Stücke zu theilen, die sich 
wie zwei gegebene Linien p und q verhalten. 

Die Auflösung ist der vorigen ganz analog, nur muss 
der Punkt D nach $. 615 so construirt werdeui dass AD : BD 
= p : q oder was dasselbe ist AD : AB = p : p +q i^^* 
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S. 621. An fg. Eineo Kreis dnrch concentrische 
Kreise in zwei oder mehr gleiche Theile zu theilen. 

Gegeben der Kreis mit dem Halbmesser HA, man soll 
ihn dnrch concentrische Kreise in drei gleiche Theile 
theilen. 

Aufl. Theile HA in drei gleiche 
Theile durch die Punkte D und E, 
errichte in D und E Lothe, welche den 
über HA beschriebenen Halbkreis in 
jAden Punkten F und 6 treffen, so sind 
HF und HG die Radien der gesuchten 
Kreise. 

Bew. Nach $. 611 Anm. 3 sind 

Kreise Shnliche Figuren, mithin ist 

Fig. 114- n3^h §. 612 Kreis HP .Kreis HA = 

HF»:HA> = HD.HA:HA» = HD;HA=1:3 w. z. b.w. 

S. 622. Au fg. Um einen Kreis einen concentrischen 

zu legen, so dass der innere Kreis sich zu dem Kreisring 

wie p:q verhilt. 

Ist der Radius des gegebenen Kreises HA, so con- 
ttruire man eine Länge HB, so dass HA : HB = p : p + ^ 
ist, suche dann zu HA und HB die mittlere Proportionale 
HC, dann ist HC der Radius des gesuchten äusseren Kreises. 
§. 623. Aufg. Ein Quadrat in ein Rechteck zu Ter- 
wandeln, für welches die Summe zweier anstossender Sei- 
ten gegeben ist. 

Gegeben die Strecken p und q; man soll ein Recht- 
eck construiren, dessen zwei anstossende Seiten zur Summe 
p haben, und dessen Inhalt gleich dem Quadrat von q ist. 
p q Aufl. Ziehe eine StreckeABsp, 

beschreibe darüber einen Halb- 
kreis, und ziehe iit der Entfer- 
nung q eine Parallele mit AB, welche 
den Halbkreis in C trifft, fftlle 
von C ein Loth CD auf AB, so 
sind AD und BD die Seiten des 
gesuchten Rechtecks. 
Bew. AD + BD = p nach Con- 
Fig. 115. struction , AD • DB = CD* = q* 

nach Th. III des PythagOras. 

$. 624 Aufg. Ein Quadrat in ein Rechteck zu ver- 
wandeln, für welches der Unterschied zweier anstossender 
Seiten gegeben ist. 
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B M 
Fig. 116. 



Gegßben zwei Strecken p und q; man sqI ein Recht- 
eck coAsUruireiiiy dessen z^ei anstossende Seiten den Unler- 
schied p haben, und dessen Inhalt gleich q' ist. 

Au,fl. liehe eine Strecke DM 
= *^2 P 5 errichte in D ein Loth 
DC =3 q, .beschreibe mit MC einen 
Halbkreis, welcher die verlängerte 
MD in A und B trifft, so sind AD 
wd BD die Seiten des gesuchten 
Rechtecks. -^ 

B Bew. ADDB = CD* = q* nach 
Th. III des Pythagoras; schneidet 
man noch HD auf MB ab zum Punkt 
£, so ist, da MA = MB und MD ^ ME auch AD = BE, 
mithin BD — AD = BD — BE = DE = p. w. z. b. w. 

Anm, Diese beiden Aufgstben entsprechen . 3er. Auf- 
gabe d^r Arithmetik eine gemischte quadratische Gleichung 
aufzulösen, und sii^d darum von grosser Wichtigkeit. 

§. 625. Aufg. An zwei Kreise nut Hü^e ihrer 
Aehnlichkeitspunkte iie äusseren und inaeifeii gemeitischaft- 
lichen Tangenten , zu ziehen. (Siehe 9. 133 eine a&dere 
Gonstrjtictioi}.) 

Gegeben^ zwei Kreide mit den MitteipuRkteA A und B, 
man soll an dieselben die gemeinschaftlichen-Tangenten 
ziehen. . •' ^ 




Fig. .117. 



Aufl. Ziehe von A aus einen beliebigen Radius AC 
und durch B einen Durchmesser ED parallel AC, ziehe CD, 
CE, weiche AB und seine Verlängerung in F und G treffen, 
SQ sind die von F und G an den Kreis B gezogenen Tan- 
genten FH, GK die verlangten gemjeinschaftiichen Tan- 
genten. 

Bew. Fälle von A auf die verlängerte FH das Loth 
AT, dann ist wegen ^ehnlichkeit der Dreiecke FBD und 
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FAC FB:FAr=JBiD;AC und wegen Aehnlicbkett der Drei- 
ecke JBH und FiAIauph FB : FA :f=.BH : AI, aJ^o BD:AC 
::=6H:AI; da ^i^er BD=x:BH «U Raiüei), so mu$s auch 
AC = AI sein^ luithin I ,auf der Peiripherie des KreiseiS^ A 
liegen; also ist FHI die ausser j gemeinsQhaftUche Tan- 
gente. Für idie innere Tangente GK wird der Beweis 
ebenso geführt. 



3tes Uebuns^stuek. 

Lehrsätze und Aufgaben, die' sich vorzugsweise mit Hülfe 
des siebenten Abschnitts beweisen oder lösen lassen. 

a. Lehrsitze. 

$. 626. Stehen di« Seiten eines Dreiecks einzeln 
verglichen senkrecht auf den Seiten eines andern Dreiecks, 
so sind di9 Dreiecke ähnlich. 

§. 627. Im gleichschenkligen Dreieck rerhält sich 
der Schenkel zum oberen Abschnitt der darauf stehenden 
Hdhe umgekehrt wie die halbe Grundlinie zur Mittellinie. 

§. 628 In einem Dreieck verhalten sich je zwei 
Seiten umgekehrt wie die zugebörigen Höhen. (a:b=a 
h,:h.) 

§. 629. Zieht man in einem Dreieok {die drei Höh^, 
so sind 4ie drei Rechtecke, die sich aus den beiden Ab- 
schnitten einer jeden Höhe bilden lassen,^ einander gleich. 

§. 630. Fällt man in einem rechtwinkligen Draiedk 
die Höhe aus der Spitze des rechten Winkels, ^o sind die 
erhaltenen kleinen Dreiecke einzeln dem ganzen Dreiecke 
und also auch unter sich ähnlich. Die hierdurch entste- 
henden Proportionen ergeben einen neuen Beweis für den 
ersten und dritten Theii des pythagpräischen Lehrsatzes» 

§. 631. Zieht man aus einer Ecke B eines Dreiecks 
ABC nach der gegenüberliegenden Seite AC zwei Linien 
BD, BE, so dass ^ BDA = ^ BEC = ^ ABC, so ist zu 
beweisen ; 

1) AB2 = AD.AC oder CB^^QE-CA. 

2) BD» = AD.EC. ,. 
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§. 632. ^ Zieht man aus jeder Ecke eines Dreiecks 
ABC die iin vorigen Satz f&r die Ecke B erwfthnten bei- 
den Linien, so ist die Summe der drei Rechtecke aus je 
einer Seite in das auf ihr durch die beiden Linien be- 
grenzte Stttck (welche^ auch über die Ecken des Dreiecks 
hinausreichen kann) gleich der Summe der Quadrate der 
drei Seiten. 

$. 633. Zieht man aus einem Punkt P in der Seite 
BG eines Dreiecks ABC die Linie PD || CA und PE \\ BA 
bis zu den Seiten AB und AC, so ist PD-PE = (b — PD) 
(c - PE). 

$. 634. Die Inhalte zweier Parallelogramme ABCD 
und EFGHy welche gleiche Winkel haben, verhalten sich' 
wie die Rechtecke aus zwei einen gleichen Winkel ein- 
schliessenden Seiten [AB-AD :EF-EH]. 

$. 635. Zieht man ' von einem Punkt (A) im Umfang 
eines Kreises den Durchmesser AB und eine Sehne AC, 
und errichtet in einem beliebigen Punkt D des Durch- 
messers oder seiner. Verlängerung ein Loth, das die Sehne 
oder ihre Verlängerung in £ trifft, so ist das Rechteck 
AB AD gleich dem Rechteck AC-BE. « 

$. 636. Werden zwei parallele Tangenten eines Krei- 
ses von einer dritten geschnitten, so ist der Radius des 
Kreises die mittlere Proportionale zwischen den beiden Ab- 
schnitten auf den parallelen Tangenten. 

$. 637. Werden zwei parallele Tangenten eines Kreises 
von einer dritten durchschnitten, und verbindet man die 
Berührungspunkte der beiden ersten kreuzweis mit den 
Durchschnittspunkten, so ist die Linie von dem so erhal- 
tenen Kreuzungspunkt nach dem Berührungspunkt der dritten 
Tangente parallel mit den beiden ersten Tangenten. 

S. 638. Ist von zwei Kreisbogen der eine doppelt 
so gross als der andere, so ist das Rechteclc aus der Sehne 
des grössern Rogens und dem Halbmesser gleich dem 
Rechteck aus der Sehne des kleineren Rogens und der 
Sehne seines Supplements. 

§. 639. Wenn von zwei Punkten j[e .zwei Tangenten 
in einen Kreis gezogen werden, und der Winkel der Tan- 
genten an einem Punkt das Supplement dessen am andern 
Punkt ist, so ist der Radius des Kreises die mittlere Pro- 
portionale zwischen den Tangenten von den verschiedenen 
Punkten. • 
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§. 640. Zieht man durch den Berührungspunkt zweier 
Kreise zwei beliebige Gerade, die die Kreise durchschnei- 
den, so stehen die vier Stücke derselben, die zwischen 
dem Berührungspunkt nnd den Kreisumfängen liegen, in 
Proportion. 

§. 641. Stehen über einer Sehne AB drei Kreisbogen 
und werden dieselben durch zwei Sekanten von A und B 
aus in den Punkten C, D, E und F, 6, H geschnitten, so 
haben die zwischen denselben Kreisbogen liegenden Stücke 
der Sekanten gleiches Verhältniss. (CD : F6 = DE : GH.) 

§. 642. Schneidet man in einem gleichschenkligen 
Dreieck die Schenkellänge von beiden Endpunkten aus auf 
der Grundlinie ab, und verbindet die erhaltenen Punkte mit 
der Spitze, so ist der Schenkel des so erhaltenen nouen 
gleichschenkligen Dreiecks die mittlere Proportionale zwi- 
schen seiner Grundlinie und dem Schenkel des ersten 
gleichschenkligen Dreiecks. 

§. 643. In einem Dreieck ABC verhält sich der Um- 
fang zu einer Seite wie die zu dieser Seite gehörige Höhe 
zum Radius des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises. 

$. 644* Werden zwei Dreiecke von derselben Grund- 
linie und gleicher Höhe durch eine Parallele mit der Grund- 
linie geschnitten, so ist das Stück dieser Parallele, das 
durch das eine Dreieck abgeschnitten wird, gleich dem 
durch das andere abgeschnittenen. 

$. 645. Hat man in einer geraden Linie der Reihe 
nach drei Punkte A, B, C und zieht durch A und B zwei 
nach gleicher Seite hin gerichtete Parallelen (AD, BE), 
die sich verhalten wie AC zu BC, so liegen die drei Punkte 
D, E, C in einer geraden Linie. 

Wie lautet der Satz, wenn C zwischen A und B liegt? 

§. 646. Theilt man die Stücke zweier Parallelen 
zwischen den Schenkeln eines Winkels nach gleichem 
Verhäiltniss entweder beide durch einen inneren Punkt, 
oder beide durch einen äusseren, so geht die Verbindungs- 
linie entsprechender Theilpunkte durch den Scheitelpunkt 
des Winkels. 

Aehnlickkeit der Dreiecke aus mittelbaren 
Bestimmnngsstücken. 

Die Gestalt eines Dreiecks ABC ist in jedem der fol- 
genden Fälle durch zwei Bestimmungsstücke bestimmt. 
§. 647. aus ^ (ta) und ^ (tj b). 

8 
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$. 648. aus ^ (tb) und ^ (t, c). 

S. 649. aus ^ (ma) und ^ (ni| b). 

S. 650. aus £- (tb) und ^ (ti a). 

$. 651. aus dem Verhaltniss- a:hi und einem der 
Winkel a oder /?. 

§. 652. aus dem Verhältniss a : r und einem der 
Winkel /? oder y. 

§ 653. aus dem Verhfiltniss m : h und einem der drei 
Winkel. 

§. 654. aus dem Verhftitniss a : h und /?. 

§. 655. aus dem Verhältnis a : h und a. 

§. 656. aus den Verhältnissen h : hi : hj. 

§. 657. aus den Verhältnissen t:ti:t|. 

§. 658. Zieht man von einem beliebigen Punkt A auf 
dem Schenkel eines Winkels zwei Linien AB und AC nach 
dem zweiten Schenkel und von einem beliebigen Punkt D 
des zweiten Schenkels Parallelen (DE || AB, DE || AC) damit 
nach dem ersten Schenkel, so sind die Linien (BF, CE), 
welche die Endpunkte der nicht parallelen Linienpaare 
verbinden, parallel. 

$. 659. Zieht man durch einen Punkt P innerhalb 
(oder ausserhalb) eines Dreiecks Parallelen mit den drei 
Seiten, so entstehen auf jeder Seite drei Abschnitte, be- 
zeichnet man diese auf CB anfangend der Reihe nach mit 
den Buchstaben ai, aj, a,, b,, bj, b„ Ci, c^, c^, so ist 
aj . bi • Cj = aj • bj • Cj = a3 «bj • C3. 

§. 660. Schneidet man aus einer Ecke C eines Drei- 
ecks ABC auf den anstossenden Seiten CB, CA je den 
dritten Theil der betreffenden Seite ab, (CD = V, CB, CE 
=s V, CA) und verbindet die erhaltenen Punkte mit den 
Gegenecken, so theilen sich diese Verbindungslinien der- 
gestalt, dass ihre an die Ecken des Dreiecks anstossenden 
Stücke dreimal so gross sind, als die an die Seiten an- 
stossenden. 

$. 661. "^ Ist alles wie beim vorigen Satz, nur dass 
auf der einen Seite der m^e, auf der andern der nt« Theil 
abgeschnitten ist, so verhält sich auf der den mten Theil 
abschneidenden Verbindungslinie das obere Stück zum 
untern wie m (n — 1) : m — 1. 

H. CD = ^ CB, CE ~ CA. S der Durchschnitt von 
BE und AD. 

Th. AS ; SE = m (n — 1) : m — 1. 
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Anl z. B. Ziehe durch E eine Parallele mit AD, die 
BA in 6, BC in F schneidet, von F eine Parallele mit AB, 
die CE in J trifft. Nun ist AS : SD = AE : £J, und man 
drücke nun AE, EC und CJ als Bruchtheile von AC aus. 

§. 662. Verbindet man in einem Paralleltrapez den 
Durchschnittspunkt der verlängerten nicht parallelen Seiten 
mit dem Durchschnittspunkt der Diagonalen, so halbirt die 
Verbindungslinie die parallelen Seiten. 

§. 663 * Zieht man in einem Paralleltrapez ABCD 
durch einen Punkt E der nicht parallelen Seite BC eine 
Parallele EF mit AB, und verhalten sich BE : EC = m : n, 
so ist n-AB +mCD = (m + n)EF. 

§. 664. * Ist ein Dreieck und eine beliebige Gerade 
gegeben und zieht man von den Ecken des Dreiecks A, 
B, C und auch von dem Schneiduugspunkt S der Mittel- 
linien desselben Parallelen AD, BE, CF, SG bis zu der 
gegebenen Geraden, so ist die von S gezogene Parallele 
der dritte Theil der algebraischen Summe der drei andern. 

^^ + AD + BE + CF y r, . . , , 

SG = "^= =^H "^ — 9 wo die Zeichen + oder — zu 

nehmen sind, je nachdem die betreffende Parallele mit 

SG auf derselben Seite der gegebenen Geraden liegt 

oder nicht. 

Zusatz 1. Geht also die gegebene Gerade durch S, 

. ^ ± AD + BE ± CF , . . T^ ,, 
so ist •= =ö — = gleich Null. 

Zusatz 2. Auch für Vielecke ist es leicht, einen 
Punkt S zu construiren, für welchen ein ähnlicher Satz 
als der eben genannte gilt. Im Viereck ist es der Schnei- 
dongspunkt der Linien, welche die Mitten zweier Paare 
Gegenseiten verbinden. 

§. 665. Die Linie von der Mitte einer Seite eines 
Dreiecks nach der Mitte des oberen Abschnitts der auf 
diese Seite gefällten Höhe gezogen, ist gleich dem Halb- 
messer des dem Dreieck umschriebenen Kreises. (Abschnitte 
der Höhe entstehen, wenn man eine zweite Höhe zieht 
[siehe $. 545a].) 

§ 666. Beschreibt man um die drei Dreiecke, welche 
der Durchschnittspunkt der Höhen eines gegebenen Drei- 
ecks mit je zwei Ecken desselben bildet, Kreise, so sind 
dieselben unter sich und dem dem ursprünglichen Dreieck 
umschriebenen Kreise gleich. 

8* 
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$. 667. Zieht man in einem Dreieck die drei Höhen 
und verbindet ihre Pusspunkte, so halbiren die Höhen des 
ersten Dreiecks die Winkel des von den drei Fusspunkten 
gebildeten Dreiecks. (Siehe $. 120 und §. 114.) 

$. 668. * Fällt man aus dem Fusspunkt einer der drei 
Höhen eines Dreiecks Lothe auf die beiden andern Drei- 
ecksseiten, so ist die Entfernung* ihrer Fusspunkte gleich 
dem halben Umfang des von den Fusspunkten der Höhen 
gebildeten Dreiecks. (§. 667 und $. 89 Zusatz.) 

§. 669. ^ Fällt man aus dem Fusspunkt einer der 
drei Höhen eines Dreiecks Lothe auf die beiden andern 
Dreiecksseiten und auf die beiden andern Höhen, so liegen 
die vier Fusspunke dieser Perpendikel in einer geraden 
Linie. 

Anm. ist D der F'usspunkt von h, E und F die von 
hl und h,, sind DG, DH, DJ, DK der Reihe nach die Lothe 
auf AC, AB, CF, BE, so beweise man, dass HK, J6 und 
HG parallel FE sein mässen. 

§. 670. Construirt man über den drei Seiten eines 
rechtwinkligen Dreiecks drei einander ähnliche Figuren, 
so ist die über der Hypotenuse conslruirte so gross als 
die beiden andern zusammengenommen. 

§. 671. Construirt mau über den drei Seiten eines 
rechtwinkligen Dreiecks Halbkreise und zwar über der 
Hypotenuse nach innen, über den Katheten nach aussen zu, 
so ist die Summe der beiden sichelförmigen Stücke, die 
in den Halbkreisen über den Katheten entstehen, an Flä- 
cheninhalt gleich dem gegebenen rechtwinkligen Dreieck* 
(Hippocrates von Chios, 450 v. Chr.) 

§. 672. Zieht man in einem Paralleltrapez eine Pa- 
rallele mit den parallelen Seiten, welche gleich ihrer mitt- 
leren Proportionale ist, so sind die Stücke, in die das Tra- 
pez dadurch getheilt wird, einzeln gleich den Dreiecken, 
in welche eine Diagonale dasselbe theilt. 

Anm. Sei x die Höhe des zwischen c und Yeic 
Hegenden Trapezes, so drücke man das Yerhältniss x : h 
durch die Unterschiede von c, j^ac und a aus, und be- 
rechne so den Inhalt des genannten kleinen Trapezes. 

$. 673. Zieht man in einem Dreieck ABC aus einer 
Ecke A zwei Linien AD und AE nach der dritten Seite, 
die mit den beiden Seiten AB und AC gleiche Winkel bil- 
den (BAD == CAE), so finden die Proportionen statt: 

1) BD:CE = AB.AD:AC AE. 
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2) BE:CD = ABAE:AC.AD. 

3) AB^• AC» = BD BE : CD • CE. 

Anm. Siehe §. 6^3. 

§. 674. Zieht man in einem Dreieck ABC drei Li- 
nien, die sich in einem Punkt P schneiden, und aus den 
Mitten der drei Seiten des Dreiecks Parallelen mit diesen 
Linien, d. h. von jeder Mitte eine Parallele mit der von 
der gegenüber liegenden Ecke gezogenen Linie, so schnei- 
den sich diese drei Parallelen gleichfalls in einem Punkte 
TT, ferner liegen die drei Punkte P, n und der Durch- 
scbnittspunkt S der Mittellinien des Dreiecks in gerader 
Linie und es ist PS = 2/rS. (Siebe §. 611.) 

Zusatz. In einem Dreieck liegen der Durchschnitts- 
punkt der drei Höhen (H), der Mittelpunkt des umschrie- 
benen Kreises (M) und der Durchschnittspunkt der Mittel- 
linien (S) in gerader Linie, und zwar ist HS =3 2 MS. 

§. 675. ^ Der Kreis, welcher durch die Fusspunkte 
p, E, F der Höhen eines Dreiecks geht, trifft auch die 
'Mitten Ai, Bi, C der drei Seiten und die Mitten a, /3, y 
der drei oberen Abschnitte auf den Höhen, und sein Halb- 
messer ist halb so gross als der des um das ursprüngliche 
Dreieck beschriebenen Kreises. (Kreis der neun Punkte.) 

AnL z. B. Man zeigt zuerst unter Berücksichtigung 
des Zusatzes zu vorigem Paragraphen, dass, wenn Mi der 
Mittelpunkt des durch Ai, Bi, C^ gehenden Kreises ist, es 
zugleich die Mitte von MH sein muss, woraus leicht folgt, 
dass Mitt = V2 MA ist und nach §. 603, dass M]j9 sowohl 
als Ml B| parallel MB sind, d. h. einen gestreckten Winkel 
bilden; dann muss also E ein Punkt des Halbkreises über 
/}Bi sein. 

$. 676. ^ Theilt man in einem Viereck ABCD jede 
der beiden Gegenseiten AB und CD nach dem Verhftltniss 
m : n, so dass die correspondirenden Stücke an dieselbe 
dritte Vierecksseite stossen, und verbindet die erhaltenen 
Punkte E und F; theilt man ferner die beiden andern Ge- 
genseiten BC und AD ebenso nach dem Verhältniss p : q 
und verbindet die erhaltenen Theilpunkte G und H; so 
tbeilen sich EF und GH gegenseitig, so dass jede nach 
dem Verhältniss derjenigen Vierecksseiten getheilt wird, 
deren Theilpunkte sie nicht verbindet, also EF nach dem 
Verhältniss p : q, GH nach m : n. 
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Anleitung zum Bew. Man ziehe durch die Punkte 
D, G, 6, H Parallelen mit FE, bis sie AB oder seine Ver- 
längerung schneiden. 

Sätze Über Transversalen am Dreieck und Viereck. 

§. 677. Zieht man in der Ebene eines Dreiecks ABC 
eine beliebige Gerade, welche die Seiten BC, AC, AB oder 
ihre Verlangerungen beziehlich in den Punkten D, E, F 
durchschneidet, so ist das Product aus drei solchen auf 
den Seiten entstandenen Abschnitten, die keinen gemein- 
schaftlichen Endpunkt haben, (BD- CE*AF) gleich dem Pro- 
duct der drei andern (CD-AE BF). 

Anl. z. B. Man ziehe durch A eine Parallele mit 
BC, bis sie EF in X schneidet. 

An in. I»ie8er Satz, von dem Chasles vermuthet, dass er in 
den Porismen des £aclid gestanden habe, findet sich zuerst in 
der Sphärik des Menelaos \ er woi'de sonst dem/ Ptolemäus zuge- 
schrieben. 

$. 678. Nimmt man in der Ebene eines Dreiecks 
ABC einen beliebigen Punkt P, und zieht von den Ecken 
aus Linien durch P, bis sie die Seiten BC, CA, AB be- 
ziehlich in den drei Punkten D, E, F treffen, so i&t das 
Product aus drei solchen auf den Seiten entstandenen Ab- 
schnitten, die keinen gemeinschaftliehen Endpunkt haben, 
(BD CEAF) gleich dem Product der drei andern (CD- 
AE- BF). 

Anl. z. B. Man wende den vorigen Satz auf A ADC 
und die Transversale BE und dann auf A ADB und die 
Transversale CF an, und multiplicire die erhaltenen Zeilen. 

Anm. Dieser Satz fiüdet sich zuerst in der Schrift des ita- 
Jienischr^n Marquis Johann Ceva „de lineis rectis se invicem secan- 
tibus statica constructio.^ 

§. 679. (Umkehrung zu den beiden vorigen Sätzen.) 
Nimmt man in jeder Seite eines Dreiecks ABC oder ihrer 
Verlängerung je einen Punkt, so dass das Product dreier 
getrennter Abschnitte gleich dem -Product der drei andern 
Abschnitte ist, so liegen die drei angenommenen Punkte 
in einer geraden Linie, oder die Verbindungslinien der 
drei angenommenen Punkte mit den gegenüberstehenden 
Ecken schneiden sich in einem Punkt. (Ersteres findet 
Statt, wenn entweder einer oder alle drei der angenom- 
menen Punkte auf den Verlängerungen der Seiten liegen, 
letzteres in den beiden andern Fällen.) 
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§. 680. Zieht man in einem Dreieck ABC von den 
Ecken aus drei Linien AD, BE, CF bis zu den Gegenseiten, 
die sich in einem Punkt P schneiden, verbindet zwei der 
erhaltenen Fusspunkte (E, F) und verlängert diese Verbin- 
dungslinie bis zum Durchschnittspunkt 6 mit der dritten 
Dreiecksseite, so sind auf dieser die vier Punkte B, D, C, 
G vier harmonische Punkte. (§. 677 und $. 678.) 

$. 681. * Ist alles wie beim vorigen Satz, und zieht 
man ausserdem noch FD, bis sie AC in U, und DE, bis 
sie AB in J schneidet, so liegen die drei Punkte G, H, J 
in einer geraden Linie. 

§. 682. * Zieht man in einem Dreieck ABC aus den 
Ecken Linien durch einen Punkt P, die die Gegenseiten 
BC, AC, AB beziehlich in den Punkten D, E, F treffen, 
80 ist 

PD pE pp 

*5 AD + BE + CF^^- 
AP BP CP 

*) AD + BE + cf^- 
Anl z. B. Man ziehe durch P eine Parallele mit 
BC, welche AB, AC beziehlich in X und Y trifft, und 

FP EP DP 
drücke mittelst §. 602 die Brüche ^^77, i^s, kt ^^^^^ ^^^^ 

rO üb DA 

andere Bräche aus, deren Nenner BC ist. 

§. 683. Zieht man in der Ebene eines Vierecks ABCD 
eine Gerade, die die Seiten AB, BC, CD, DA beziehlich 
in den Punkten E, F, 6, H schneidet, so ist AEBFC6DH 
=:BE.CF.DGAH. 

(Der ähnliche Satz gilt überhaupt auch für Vielecke.) 

$. 684. Zieht man von einem Punkt E auf einer 
Diagonale AC eines Vierecks zwei Linien, von deneji die 
erste die beiden Seiten AB, BC beziehlich in den Punkten 
F und 6, die zweite die andern Seiten CD, DA in den 
Punkten H uud J trifft, so sind die Seiten yon ABCD durch 
die Punkte F, 6, H, J so getheilt, dass das Product aus 
vier Segmenten, die keinen gemeinschaftlichen Endpunkt 
haben, gleich dem Product der vier andern Segmente ist: 
AF-BG CH.DJ = BF-CG.DH.AJ. 

S. 685. (Umgekehrt.) Nimmt man auf den vier Seiten 
eines Vierecks ABCD (zunftchst nicht aaf den Verlänge- 
rungen) vier Punkte F, G, H, J, so dass das Product 
AF • BG • CH • D J = BF • CG « DH • AJ ist, so schneiden sich die 
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Verbindungslinien zweier Paare auf einander folgender 
Punkte, also F6 und HJ auf einer Diagonale des Vierecks. 

§. 686. * Haben zwei Dreiecke ABC, DBF eine solche 
Lage, dass die Verbindungslinien dreier Eckenpaare AD, 
BE, CF sich in einem Punkt 6 schneiden, so liegen die 
Durchschnittspunkte H, J, K der drei Paare jenen Ecken 
gegenüberliegender Seiten 6C und EF, AC und DF, AB 
und DE in einer geraden Linie (und umgekehrt.) 

Anleitung zum Beweis. Man nehme für die drei 
Dreiecke 6BC, 6CA, GAB die drei Seiten des andern 
Dreiecks EF , FD , DE als Transversalen und wende 
S. 677 an. 

§. 687. * Hat man drei begrenzte parallele Linien von 
ungleicher LSnge, gleichläufig benannt: AB, CD, EF und 
zieht, indem man sie paarweise zusammennimmt, die Ver* 
bindungstinien ihrer entsprechenden Endpunkte AC und BD, 
die sich in X, AE und BF, die sich in Y, und CE und DF, 
die sich in Z schneiden, so liegen die drei Punkte X, Y, 
Z in einer geraden Linie. 

Anl. z. B. Man beweise, dass für das Dreieck ACE 
in Bezug auf die Punkte X, Y, Z $. 679 Statt findet. 

Anm. Der Satz gilt auch, wenn man ein Paar gleich- 
läufig und die beiden andern Paare gegenläufig; aber nicht, 
wenn man entweder alle drei Paare gegenläufig oder 
zwei Paare gegenläufig und das dritte gleichläufig ver- 
bindet. 

§. 688. Von den sechs Aehnlichkeitspunkten (drei 
äusseren und drei inneren), die sich zu drei gegebenen 
Kreisen finden lassen, liegen vier mal drei in einer gera- 
den Linie. 



b. Aufgaben m constniiren. 

Wenn a, b, c, d gegebene Längen sind, die Länge x 
zu construiren in folgenden Fällen: 
S. 689. a : b = c : d + X. 
§. 690. a:b = c:d— X. 
§. 691. a:b = c :x — d. 
§. 692. a+x:b+x = c:d. 
§. 693. a4-x:b + x = c + x:d + x. 
S. 694. X : a + x = b : c. 
S. 695. X : a — X x= b : c. 
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$. 696. a — X : b — X = c : i 

§. 697, a4-x:b — x=3c:d. 

$. 698. » — x:b — x=:c:d — X. 

S. 699. a + x:b+x = c — x:d — X. 

$. 700. *Iii einem Dreieck ABC mit der Seite BC 
eine Parallele XY zu ziehen, so dafis XY : BC = d : e wird. 

§. 701. Von einem Punkt P aus durch die Schenkel 
eines gegebenen Winkel C eine Linie PXY zu ziehen, so 
dass die von den Schenkeln abgeschnittenen Stücke ein 
gegebenes Verhältniss haben (CX ; CY = a : b). 

§. 702. Von einem Punkt P aus durch die Schenkel 
eines gegebenen Winkels C eine Linie PXY zu ziehen, so 
dass die Stücke dieser Linie von P an gerechnet ein ge- 
gebenes Verhältniss haben (PX : PY =s a : b). 

§, 703. Gegeben drei Punkte P, Pi, Pj. Durch einen 
derselben P eine Linie zu ziehen, so dass die von Pi und 
P} auf diese gefällten Lothe PfX und PjY ein gegebenes 
Verhältniss haben (P^X : PjY = a : b). 

.§. 704. Gegeben drei Punkte P, P,, Pj. Durch einen 
derselben P eine Linie zu ziehen, so dass, wenn von P| 
und Ps darauf Lothe Pf X, P, Y gefallt werden, die abge- 
schnittenen Stücke PX, PY ein gegebenes Verhältniss 
(a;b) haben. 

§. 705. Gegeben L || Li, P in L, Pj in Li, P2 ausser- 
halb L und Li. Man soll von P2 aus eine Linie ziehen, 
die L in X, Li in Y trifft, s§ dass PX : Pi Y gleich einem 
gegebenen Verhältniss (a : b) ist. 

§. 706. Gegeben K, Ki, K,. An K eine Tangente 
zu ziehen, so dass die an Ki, K| senkrecht darauf gezo- 
genen Tangenten XY, ZT, ein gegebenes Verhältniss (a : b) 
haben. 

§. 707. Gegebe'h P, L, L^ Von P aus eine Linie 
zu ziehen, die durch den Schneidungspunkt von L und Li 
geht, ohne diesen Schneidungspunkt selbst zu benutzen, 
(s. 8. 646.) 

§. 708. Gegeben P und drei von einem Punkt aus- 
gehende Linien L, Li, L^. Durch P eine Linie zu legen, 
die L in X, Li in Y, L2 in Z trifft, so dass XY : YZ gleich 
einem gegebenen Verhältniss (a : b) ist. 

S. 709. Gegeben vier Linien L, Li, L,, L,. Mit L3 
eine Parallele ziehen, die L in X, Li in Y, L, in Z trifft, 
so dass XY : YZ gleich einem gegebenen Verhältniss a : b ist. 
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Anl. Ist A der Durchschnitt von L und L|, so kann 
man leicht eine von A ausgehende Gerade L« bestimmen, 
so dass alle Parallelen mit Ls von den Linien L, L«, L« 
in dem Verhältniss a : b geschnitten werden. 

§. 710. Zwischen die Umfange zweier gegebener 
Kreise eine Linie von gegebener Richtung und Länge so 
zu legen, dass der eine Endpunkt im Umfang des einen 
Kreises, der andere im Umfang des andern liegt. 

§. 711. Gegeben P, L, K. Durch P eine Linie zu 
legen, die L in X, K in Y tri^t, so dass PX : XY gleich 
e|nem gegebenen Verhältniss (a : b) ist. 

$. 712. Gegeben P, K, Kf Durch P eine Linie zu 
legen, die K in X, Ki in Y trifft, so dass PX : XY gleich 
einem gegebenen Verhältniss (a : b) ist. 

. $• 713. Gegeben K, L. Durch einen Endpunkt A 
des auf L senkrechten Durchmessers eine Linie zu ziehen, 
die K zum zweiten Mal in X, L in Y schneidet, so dass 
XY gleich einer gegebenen Länge a wird. (Aufl. siehe 
Satz 635 und §. 625.) 

§. 714. Gegeben zwei sich berührende Kreise K, K^. 
Durch den Berührungspunkt P eine Linie zu legen, die K 
in X, Kl in Y trifft, so dass XY gleich einer gegebenen 
Strecke wird. 

$. 715. Gegeben ein Kreis K und darin ein Centri- 
winkel. In einem Punkt X des Kreises eine Tangente zu 
legen, die die verlängerten Schenkel des Centriwinkels in 
Y und Z trifft, so dass XY :^Z gleich einem gegebenen 
Verhältniss (a:b) ist. 

§. 716. Gegeben ein Kreis K und darin ein Centri- 
winkel. Man soll eine Sehne ziehen, welche durch die 
beiden Radien in drei gleiche Theile getheiit wird. 

S. 717. In einem Dreieck ABC auf der Seite AB 
einen Punkt X und auf AG einen Punkt Y zu bestimmen, 
so dass zugleich AX : AY gleich einem gegebenen Verhält- 
niss d : e und BX : CY gleich einem andern gegebenen Ver- 
hältniss f : g ist. 

§. 718. Eine begrenzte Gerade AB harmonisch zu 
theilen, so dass die Theilpunkte C und D gleiche Entfer- 
nung von den Endpunkten der Geraden haben (AC = BD). 

$. 719. In ein gegebenes Quadrat ABGD ein Recht- 
eck EFGH einzuschreiben, dessen Seiten ein gegebenes 
Verhältniss haben. 
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§. 720. In ein gegebenes Dreieck ABC ein Quadrat 
DEF6 zu beschreiben, so dass zwei Ecken des Quadrats 
D und E in der Seite BC, die dritte Ecke F in AC und 
die vierte 6 in AB Hegen. 

$. 721. In ein gegebenes Viereck ABCD einen Rhom- 
bus einzuschreiben, dessen Seiten den Diagonalen des Vier- 
ecks parallel werden. 

§. 722. In ein gegebenes Dreieck ABC ein Rechteck 
DEFG zu beschreiben, so dass D und E in BC, F in AO, 
6 in AB liegen, und die Seiten des Rechtecks ein gege- 
benes Verhältniss (d : e) haben. 

§. 723. In ein gegebenes Dreieck ABC ein Rechteck 
DEFG zu beschreiben, so dass D und E in BC, F in AC, 
6 in AB liegen und die Summe zweier anstossenden Seiten 
[DE -f DG] des Rechtecks eine gegebene Länge (d) hat. 

AnU Verlängert man DG und EF über die Punkte 
6 und F um das Stück QF zu den Funkten H und J, so 
ist die Linie HJ der Lage nach gegeben und da GHJF ein 
Quadrat ist, so ist die Aufgabe auf 720 zurückgeführt. 

§. 724. Dieselbe Aufgabe a's die vorige, wenn der 
Unterschied (d) zweier anstossenden Rechtecksseiten ge- 
geben ist. 

Anl. Diese Aufgabe kann eben so wie die vorige 
gelöst werden, wenn man die Linien DG und EF über 
die Punkte D und E soweit verlängert, bis sie gleich GF 
werden. 

S. 725. ^ Dieselbe Aufgabe als die vorige, wenn die 
Länge der Diagonale des Rechtecks gegeben ist. 

Anl. Man ziehe von C eine Parallele mit GE, die 
GF in X schneidet, dann ist durch den Winkel / das Ver- 
hältniss CE : EF, also auch GX : DG bestimmt, wodurch 
sich ergiebt, dass X auf einer von B ausgehenden leicht 
construirbaren Geraden liegen muss* 

§. 726. In ein gegebenes Parallelogramm ABCD ein 
Quadrat so einzuschreiben, dass je eine Ecke des Quadrats 
auf. einer Seite des Parallelogramms oder deren Verlänge- 
rungen liegt. 

Anl. Der Durchschnittspunkt der Diagonalen des 
Quadrats fällt auf den der Diagonalen des Parallelogramms, 
fällt man also von diesem Punkt E ein Loth EF auf die 
kürzere Seite AB des Parallelogramms und denkt sich dies 
Loth um einen rechten Winkel gedreht bis in die Lage 



Digitized by 



Google 



124 Drittes üebungsstück. 

E6, so. trifft das in G errichtete Loth einen Eckpunkt der 
gesuchten Quadrats. 

§, 727. ' In ein gegebenes Parallelogramm A6CD einen 
Rhombus zu beschreiben, für welchen das Verhältaiss des 
Diagonalen gegeben ist. 

Anl. Diese Aufgabe kann durch eine ähnliche Be- 
trachtung als die vorige gelöst werden, wenn man noch 
die durch Drehung erhaltene Linie EG nach dem Verhält- 
niss der Diagonalen verkürzt. 

§. 728. In ein gegebenes Parallelogramm ABCD ein 
Reckteck zu beschreiben, für welches der Winkel der 
Diagonalen gegeben ist. 

Anl. Da der Durchschnittspunkt der Diagonalen des 
Rechtecks auf den der Diagonalen des Parallelogramms 
ftllt, so kann die Aufgabe durch ein ähnliches Terfahren 
als S. 726 gelöst werden. 

§. 729. In einen gegebenen Kreisausschnitt ein Qua- 
drat ABCD zu beschreiben, so dass zwei Ecken A und 6 
auf den Kreisbogen und die beiden andern auf den Radien 
liegen. 

§. 730« In einen gegebenen Kreisausschnitt ein Qua- 
drat ABCD zu beschreiben, so dass zwei Ecken A und B 
auf dem einen Radius, die dritte Ecke C auf dem andern 
und die vierte D auf dem Kreisbogen liegen. 

§. 731. In einem gegebenen Kreisabschnitt ein Qua- 
drat ABCD zu beschreiben, so dass A und B auf der Sehne, 
C und D auf dem Kreisbogen liegen. 

§. 732. * In einem gegebenen Dreieck ABC auf AB 
einen Punkt X und auf AC einen Punkt Y zu bestimmen, 
so dass XB = XY = YC ist. (Dieselbe Aufgabe als A 
aus a, a -f- 1^9 a + c zu construiren 

Ani. Die Gestalt des Vierecks BXYC ist durch die 
IVinkel B und C und die Verhältnisse BX : XY : YC be- 
istimmt, nimmt man also B als Aehnlichkeitspunkt an, so 
kann man leicht ein dem gesuchten Viereck ähnliches 
BFED construiren; woraus dann Y zu finden ist. 

$. 733. Gegeben L, Li und ein Punkt A. Man soll 
ein Dreieck ABC, für welches a und die Richtung von a 
gegeben sind, so construiren, dass die Ecke A in den ge- 
gebenen Punkt A, B in L und C in Li zu liegen kommen. 

Anl. Man betrachte den Durchschnittspunkt von L 
und L| als Aehnlichkeitspunkt. 
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$. 734. Gegeben L, L| und ein Punkt A. Man soll 
ein Dreieck ABC, für welches die Richtung von a und 
die Richtung von t gegeben sind, so construiren, dass die 
Ecke A in den gegebenen Punkt A, B in L, C in L^ z« 
liegen kommt. 

§. 735. Um ein gegebenes Dreieck DEF.ein Dreieck 
ABC zu beschreiben, für welches die Winkel (a und ß) 
und die Richtung einer Seite (a) gegeben ist. (Es soll 
D in 6C, E in AC, F in AB liegen.) 

§. 736. In ein gegebenes Dreieck DEF ein Dreieck 
ABC zu beschreiben, für welches die Winkel (a und /?) 
und die Richtung einer Seite (a) gegeben ist. (Es soll A 
in EF, B in DF, C in DE liegen ) 

§. 737. Um ein gegebenes Dreieck DEF ein .Dreieck 
ABC zu beschreiben, für welches zwei Seiten a und b 
gegeben sind und die Richtung von a parallel EF wird. 

§. 738. Um eiii gegebenes Dreieck DEF ein Dreieck 
ABC zu beschreiben, für welches a, die Richtung von a 
parallel EF und die Richtung von^t gegeben sind. 

§ 739. In ein gegebenes Dreieck DEF ein gleich- 
seitiges Dreieck ABC einzuschreiben, dessen eine Ecke 
ein auf DE gegebener Punkt C wird, 

AnL Kann durch eine Drehung des von C auf EF 
gefönten Lothes um 60^ fihnlich wie §. 726 gelöst werden. 
$. 740. Gegeben drei von einem Punkt ausgehende 
gerade Linien L, L], Lj. Man sotl ein gegebenes Dreieck 
ABC in eine solche Lage bringen, dass A in L, B in L|, 
C in L) liegt, 

Anl. Kann wie die meisten ähnlichen Aufgaben 
durch Umkehrung, d h. dadurch gelöst werden, dass man 
durch die Ecken A, B, C des gegebenen Dreiecks drei 
Linien zieht, deren Winkel den Winkeln der gegebenen 
Linien L, L^, L^ beziehlich gleich sind und dann die Fi- 
gur überträgt; die Aufgabe kann aber auch durch eine 
ähnliche Betrachtung als die in §. 726 zuerst aiig^wandtla 
direct aufgelöst werden, indem es zuerst nur darauf an- 
kommt, ein dem Dreieck ABC ähnliches, das etwa durch 
den Winkel B und das Verhältniss der einschliessenden 
Seiten zu bestimmen ist, den drei Linien einzuschreiben. 
§. 741. Gegeben drei parallele Linien L, Lj, L,. 
Ein Dreieck ABC, für welches die Winkel gegeben sind, 
so zu legen, dass je eine Ecke in einer der drei Linien 
liegt. (Anl. Siehe Anl. zur vorigen Aufgabe.) 



Digitized by 



Google 



126 Djittes üebangsstack. 

S. 742. Um ein gegebenes Dreieck ABC ein Ouadrat 
ADEF so zu legen, dass die Ecke A dos Quadrats anf 
die Ecke A des Dreiecks fällt, und die Seite DE, FE des 
Quadrats bezüglich durch die Ecken B und C gehen. 

Anl. Die von A ausgehende Diagonale muss den 
Winkel DEF halbiren, also durch einen bestimmten Punkt 
des um BC als Durchmesser beschriebenen Kreises gehen. 

§. 743. In ein Quadrat fünf gleich grosse Kreise zu 
beschreiben, so dass einer dieser Kreise die vier andern 
und jeder von diesen zwei anstossende Seiten des Qua- 
drats berührt« 

Anl. Sei E .der Mittelpunkt des Quadrats, F der des 
der Ecke A zunächst liegenden gesuchten Kreises, FG ein 
Loth auf AD, so ist das Verhältniss EF : FG = 2 : 1 gege- 
ben, wodurch die Lösung leicht gefunden werden kann. 

^ -yAA r.. w 1 ' a^bc/^ , a-bc-dN 

§. 744. Die Formel x = . — ( oder x = -z — ), 

de V e f-g y 

worin a, b, c, d, e, f, g^ gegebene Längen bedeuten, zu 

construiren. 

Desgleichen die Formeln: 

^ »AK ü äbc 
§. 745. x^ = — . 

§. 746. x^ = ab + cd. 
S. 747. x2 = aFd^±c^ 

§. 748. x = ~±Fd2 — cf. 



5. 749. 



^ (a^ + bp c 

de ' • 

§. 750. Eine gegebene begrenzte Linie AB durch 
zwei Punkte X und Y in drei Stücke zu theilen, so dass 
AX : XY gleich einem gegebenen Verhältniss (b : c) und 
XY : YB gleich einem andern gegebenen Verhältniss 
(d : e) ist.^ 

§. 751. Eine gegebene Linie AB durch einen Punkt 
X so zu theilen, dass sich die Quadrate der Stücke 
(AX^;BX*) wie zwei gegebene Linien (b : c) verhalten. 
(Gleichbedeutend mit der arithmetischen Aufgabe x -j- y = a 
x*:y^ = b:c.) . 

§. 752. Gegeben ein Parallelogramm und ein Punkt 
P. Durch diesen Punkt eine Linie zu legen, welche das 
Parallelogramm nach einem gegebenen Verhältniss theilt. 
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$. 753. * In einem gegebenen Dreieck ABC eine Pa- 
rallele XY mit BC zu ziehen, welche die mittlere Propor- 
tionale zwischen den durch sie abgeschnittenen Stücken 
BX und CY ist. 

A n 1. Man bedenk^ , dass BX : YC = B A : AC, und 
dass, wenn BX : XY = XY : YC auch BX^ : XY^ = BX : YC 
= BA:AC sein muss. 

S« 754. In ein gegebenes Dreieck ABC ein Rechteck 
DEFGVon gegebenem Inhalt (P) so einzuschreiben, dass 
D und E in BC, F in AC, 6 in AB liegen. 

Anl. Man fälle die Höhe AH, und drücke AG : GF 
und B6 : 6D durch die Verhältnisse bekannter Stücke aus, 
setze die erhaltenen Proportionen zusammen, so findet man 
den Werth des Rechtecks AGBG^ wodurch sich die Con- 
struction ergiebt. 

§. 755. Gegeben zwei ähnliche Figuren. Man soll 
eine dritte zeichnen, die gleich ihrer Summe oder ihrem 
Unterschied ist (s. §. 670). 

§. 756. Ein gegebenes Quadrat in ein gleichseitiges 
Dreieck zu verwandeln. 

§. 757. Ein gegebenes Dreieck DEF in ein anderes 
zu verwandeln, dessen Winkel gegeben sind. 

§. 758 Ein gegebenes Dreieck ABC durch Lothe 
auf einer Seite BC in eine gegebene Anzahl gleicher Theile 
zu theilen. 

$. 759. Ein gegebenes Dreieck ABC durch eine 
Linie von gegebener Richtung in zwei gleiche Theile zu 
theilen. 

$. 760. Ein gegebenes Dreieck ABC durch eine 
Linie von gegebener Richtung in zwei Theile zu theilen, 
deren Flächeninhalte sich wie zwei gegebene Linien ver- 
halten. 

S. 761. * Ein gegebenes Paralleltrapez ABCD durch 
Linien, die parallel, den parallelen Seiten AB und CD lau- 
fen, in eine gegebene Anzahl gleicher Theile zu theilen. 

Anl. Sei x die Länge der CD am nächsten liegen- 
den Theilungslinie EF, y die Höhe des obersten Theiltra- 
pezes ECDF, h die Höhe des ganzen Trapezes, so ist 
(X -f- c) y f a + c) h . , 

2^-^ = — 27JJ — 5 und y:h = x-c:a — c, wo- 
durch man zur Construction gelangen kann. 

S. 762. * Ein gegebenes Paralleltrapez durch eine 
Linie, die den parallelen Seiten parallel läuft, in zwei 
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Stücke zu tbeilen, deren Inhalle sich wie zwei gegebene 
Lkiien v^halte«. (Siehe Anleitung zur vorigen Aufgabe.) 

§. 763. In einem Vieleck ist ein Punkt P gegeben. 
Man soll das Vieleck durch andere ähnliche Vielecke in 
eine gegebene Anzahl gleicher Theile theilen, so dass die 
Verbindungslinien entsprechender Ecken der Vielecke in 
P zummenlaufen. 

§. 764. ^ In einem gegebenem Dreieck ABC eine 
Parallele mit BC zu ziehen, die AB in X, AC in Y trifft, 
so dass XY2 = BX» + CY2 ist. 

An}. Man suche nicht XY, sondern eine von A aus- 
gehende Parallele damit, die bis zur verlängerten BY reicht, 
ZU' bestimmen. 

§. 765. * In einem gegebenem Dreieck ABC eine 
Parallele mit BC zu ziehen, die AB in X, AC in Y trifft, 
so dass XY BC = BXCY wird. 

Analysis ähnlich wie bei der vorigen Aufgaoe. 

§. 766. * Die Seiten AB, AC eines Dreiecks ABC 
um gleiche Stücke BD, CE zu verlangen, so dass der In- 
halt des Dreiecks ABC zum Inhalt des Dreiecks ADE sich 
verhält wie eine gegebene Linie m zu einer andern n* 
(Siehe §. 613 arithm. Analysis.) 

Ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren: 

§. 767. aus hl, tj. (s. §. 90.) 

§. 768. aus 9, hj. (Das von der Mitte von BC auf AC ge- 
fällte Loth ist gleich % hi.) 

Ein Dreieck zu construiren: 

§ 769, aus b + c, a : b : c. §. 782. aus h, t, t^. 
§. 770. aus a + b, h, a:hi. §. 783. aus h, hi, t,. 
§. 771. aus a, a, b : h. §. 784. aus h, t^, t^. 

§. 772. aus ß^ y, t. §. 785. aus a, m, ^ (ta). 

§. 773. aus a, h, p : q. §. 786. aus m, h, b : h». 

§. 774. aus a, b : c, h, §. 787. aus a, a : b, q. 

§. 775. aus hj, a, a:h. §. 788. aus a, t:h, q. ,^ 

§. 776. aus a, a, m : h. §. 789. aus a, t : ti, tj. \^ 

§. 777. aus a, a, hi : h». §. 790. aus a, a : §, h. 

§. 778. aus h, t:ti :ta. §. 791. aus a, b : c , a + h. i 

§. 779. aus ^ (t,b), ^ (tc), h. §. 792. aus h, b + c, hi :h;,.: 
§. 780. aus ^ (ta), ^ 0^), hj. $. 793. aus a, h, ti. 
§ 781. aus h, hl, t. §. 794, aus ^ (Ib), ti, t^. 

§; 795. aus ^ (tb), h, hi. 
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S. 796. 


aus a, li, ^ (tb). 


§. 797. 


aus b, c, '^ (ta). 


S. 798. 


aus t„ t„ ^ (ta). 


$. 799. 


aus b, t„ ^ (ta). 


§. 800. 


aus p, q, b 4- c. (siehe Satz 529.) 
&U8 p, q, b — c. (siehe Satz 529.) 


§. 801. 


S. 802. 


* aus h, bi, h,. Cl>ie Höhen verhalten 
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sich 
tiingpekehrt wie die zugehörigen Seiten.) 

Ein Viereck im Kreis zu construiron: 

§. 803. aus f^ -^ a, ^ (be), ^ (eei). 
§. 804. aus f„ ^a, ^ a : b, b : c, 
§. 805. Ein Viereck um den Kreis zu construiren 
w& P, a> /J, y. 



Lehrsätze vom Dreieck, Viereck und Kreis, die sich aus 
dem Vorigen ergeben. 



$. 806« Lehrs. Schneiden sich zwei Sehnen eines 
Kreises in einem Punkte, so ist das Rechteck aus den Ab- 
schnitten der einen Sehne gleich dem Rechteck aus den 
Abschnitten der andern. 

Vor. AB und CD Sehnen eines Kreises, 
welche sich in' E schneiden. 
Beh. EA EB = EC.ED. 
Bew. Ziehe AC und BD; A AEC ist 
ähnlich A DEB, da -^ A = -^ D und ^ C 
= ^ B als Peripheriewinkel auf gleichen 
Bogen; mithin AE : DE =: CE : BE oder 
nach S. 600 g AE • BE = DE • CE. 

Zusatz. Geht eine Sehne AB durch die Mitte E 
einem andern CD, so ist die halbe Sehne CE die mittlere 
Proportionale zwischen den Abschnitten der andern Sehne 
AE und BE. 

S. 807* Lehrs. Schneiden sich zwei Sekanten eines 
Kreises, so ist das Rechteck aus den Abschnitten der einen 
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Sekante gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der an- 
dern Sekante, wobei die Abschnitte sämmtlich vom Süsseren 
Punkte an gerechnet werden müssen. 

Vor. AB und CD zwei Sehnen eines 
Kreises, welche sich verlftngert in E 
schneiden. * 
Beb. EAEB=rEC£D. 
B e w. Ziehe AD und CB, so ist . A EAD 
fthnlich dem Dreieck ECB, aus den gleichen 
Winkeln E = E, und B = D als Peripherie- 
winkel auf demselben Bogen; mithin ist 
EA : EC == ED : EB, also auch nach §. 600g 
Fig- 119. EA*EB = ECED q. e. d. 

Zusatz 1. Gehen von einem Punkt an einen Kreis 
eine Tangente und eine Sekante, so ist die Tangente 
die mittlere Proportionale zwischen den Abschnitten der 
Sekante, beide vom äusseren Punkt an gerechnet. 

Vor. EC eine Tangente, EAB eine 

Sekante eines Kreises. 

Beb. EC» = EA.EB. 

Bew. Ziehe CA und CB, dann ist A EAC 

CO A ECB , da 1) -^ E =3 21 E und 2) 

^ECA = ^EBC (nach $. 115), mithin 

findet die Proportion statt EA : EC=EC : EB 

V / oder nach §. 600 g EC* = EA-EB q. e. d. 

I 

Fig. 120. 

Zusatz 2. Wie lassen sich die beiden vorigen Lebr- 
silzO' in einen einzigen zusammen fassen? 

$. 808. Lehrs. Halbirt eine Linie einen Winkel 
eines Dreiecks, so verhalten sich die auf der gegenüber- 
liegenden S^te gebildeten Abschnitte wie die den^ Winkel 
einschliessenden Seiten. 

V Vor. ABC ein Dreieck und ^ ABD 
= ^ CBD. 

Beb. AB:BC = AD:DC. 
Bew. Ziehe von C eine Parallele 
zu AB, welche die verlängerte BD 
in E trifft, so ist A ABD oo A CED, 
da 1) ^ ADB = ^ CDE als Scheitelw. 
und 2) ^ ABD=^ CED als Wechselw. 
an Parallelen; mithin findet die Pro- 
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portion statt AB : CE = AD : DC; da ferner £. ABD = ^ CED 
und auch nach Voraussetzung ^ ABD = ^: CBD, ist auch 
-<iCED = ^CBD, also nach §. 53 CE = CB; 'setzt man 
also in der erhaltenen Proportion statt CE das gleiche CB 
ein, so erhält man die Behauptung AB : CB = AD : CD. 

Zusatz \. Halbirt man einen Aussen winkel durch 
die Linie, so findet derselbe Satz Statt, nur müssen die 
Abschnitte auf der gegenüberliegenden Seite beide vom 
äusseren Punkt an gerechnet werden. 

Vor. ABC ein Dreieck, dessen 
Aussenwinkel ABF durch die Linie 
BD halbirt ist. 
Beb. AB:BC=AD:DC. 
Bew. Man ziehe von C eine 
Parallele zu AB, welche die ver-» 
längerte DB in E trifft; nun ist 
A ABD CO A CED wegen gleicher 
Wiitkel, also AB ; CE =s AD : DC ; 
es ist aber ^ E = ^ ABD als corresp. Winkel, ferner 
^ ABD =3 /L FBD nach Vorauss. und 3) z: FBD =» ^ EBC 
als Scheitelwinkel, mithin «^E^^ EBC und folglich CE 
= CB; setzt man aber in der erhaltenen Proportion statt 
CE das gleiche CB ein, so erhält man die Behauptung 
AB:BC = AD:DC. . ** ö 

Zusatz 2. Halbirt man also einen inneren und den 
zugehörigen äusseren Winkel eines Dreiecks, so entstehen 
auf der Grundlinie vier harmonische Punkte. 

§. 809. Lehrs. Umkehrung des Vorigen. Theilt 
man die Grundlinie eines Dreiecks durch einen inneren 
oder äusseren Punkt in zwei Stücke, die sich verhalten wie 
die Schenkelseiten, so halbirt die Linie yon diesem Punkt 
nach der Spitze den Winkel an derselben oder seinen 
Nebenwinkel. 

Vor. ABC ein Dreieck, und D 
ein Punkt auf BC, für welchen AB : BC 
= AD : DC ist. 
Beb. -^ABD = ^:CBD. 
Bew. indirekt. Wäre BD nicht 

-)^^ -^C ^*® Halbirungslinie des Winkels ABC, 

Fiff 123 sondern eine andere Linie BE, so 

^ • müssle AB:BC^AE:EC nach §. 808; 

und da nach Voraussetzung AB : BC = AD: DC ist, so wäre 

AB : £C ra AD : DC, also nach §. 600 e auch AE + EC ; AE 

9* 
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= AD -{r DC : AD, was unmöglich ist, da das erste Glied 
gleich dem dritten, nämlich beide gleich AC sind, aber das 
zweite Glied nicht gleich dem vierten ist; also giebt es 
keine Halbirungslinie des Winkels ABC ausser AD. q. e. d. 

$. 810. Lehrs. Halbirt eine Linie einen Winkel 
eines Dreiecks, so ist das Rechteck aus den den Winkel 
einschliessenden Seiten gleich dem Rechteck aus den Ab- 
schnitten der Grundlinie, vermehrt um das Quadrat der den 
Winkel halbirenden Linie. 

Vor. ABC ein Dreieck, BD die Halbi- 
rungslinie des Winkels ABC. 
Beb. AB.BC = AD.DC+BD». 
Bew. Beschreibe um das Dreieck ABC 
einen Kreis und verlängere BD, bis es den 
Umfang dieses Kreises in E trifft, zidie 
CE. Nun ist A ABD co ^ EBC, da 1) 
^ ABD = -c EBC nach Voraussetzung und 
2) ^ A =3 ^ E als Peripberiewinkel auf 
demselben Bogen. Folglich findet die Proportion statt : 
AB : BE = BD : 6C, also ist nach $. 600 g AB-BC = BE*BD. 
Setzt man hier BE = BD + DE, so ist AB-BC = (BD + DE) 
BD = BD^ + DE BD. DE BD ist aber nach §. 806 gleich 
AD'DC, und setzt man dies dafür ein, so erhält man 
AB.BC = BD^ + AD-DC q. e. d. 

"^ Zusatz.. Halbirt eine Linie den Aussenwinkel eines 
Dreiecks, so ist das Rechteck aus den den Winkel ein- 
schliessenden Seiten gleich dem Rechteck aus den Ab- 
schnitten der Grundlinie vermindert um das Quadrat des 
Winkelhalbirenden. 

Vor. ABC ein Dreieck, BD 
die Halbirungslinie des Aussen- 
winkels bei B. 

Beb. AB . BC = AD . DC 
-BD^. 

Bew. Zeichne den umschrie^ 
benen Kreis des Dreiecks ABC, 
verlängere DB, bis es die Pe- 
ripherie dieses Kreises in E 
trifft. Nun ist A ABD ~ AEBC 
aus den Stücken 1) 4: ABD = ^^-EfiC nach Voraussetzung 
und S* 39. 2) ^ BAD = ^ E, da beide durch den Winkel 
BAC zu zwei Rechten ergänzt werden. Also findet die 




Fig. 125. 
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Proportion statt: AB : BD = BE : BC und ist nach $. 600 g 
AB • BC = BD • BE = BD (DE — BD) = BD • DE — BD*; 
BD -DE ist aber nach §. 807 gleich ADDC und setzt man 
dies ein, so erhftlt man AB*BGa AD-DC — BD* q. e. d. 

$. 811. * Lehrs. Das Rechteck aus zwei Seiten 
eines Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der Höhe, die 
auf die dritte Seite gefftllt wird, und dem Durchmesser des 
um das Dreieck beschriebenen Kreises. 

Vor. ABC ein Dreieck, BD eine Höhe desselben, BE 
der Durchmesser des umschriebenien Kreises. 

Beh. AB-BC=:BDBE. 

Bew. Ziehe CE; dann ist A ABD c>3 A EBC, da 1) 
^ A = '^ E als Peripheriewinkel auf demselben Bogen und 
2) ^ BDA =s ^ BOE als rechte Winkel (nach Voraussetzung 
und $. 114 Zusatz), folglich findet die Proportion statt: 
AB:BC==BD:BC und ist also nach $. 600 g ABBC 
= BD-BE q. e d. 

§. 812. Erkl. Wenn von den beiden Endpunkten 
einer begrenzten Linie Lethe auf eine andere Linie gezo- 
gen werden, so hetsst das Stück der zweiten Linie zwischen 
den.Fusspunkten der Lothe die Projection der ersten Linie 
auf die zweite* 

S. 813. Lehrs. Das Quadrat einer Seite eines Drei- 
ecks ist gleich der Summe der Quadrate der beiden andern 
vermindert oder vermehrt um das doppelte Rechteck aus 
einer dieser Seiten und der Projection der zweiten auf sie, 
je nachdem der Winkel dieser beiden Seiten spitz oder 
stumpf ist. 
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Vor- ABC ein Dreieck, ABC ein spitzer Winkel und 
AKIBC. 

Beh. AC» = AB2 + BC>— 2BC.BK. 

Ister Bew. Zeichne über den drei Seiten des Drei- 
ecks nach aussen zu . die Quadrate ABDB, BCF6, ACHI, 
fölle noch die Höhen BL und CH und verlängere alle ivA 
Höhen, bis sie die äusseren Quadratseiten beziehlich in N, 
0, P treffen. Auf dieselbe Weise wie im Beweis des 
pytbagoräischen Lehrsatzes $. 494 gezeiiift ist, dass dort 
das Rechteck ADH6 gleich dem anstossenden Quadrat ACEF 
war, kann hier durch die Hülfsliifien BI, CE etc. gezeigt 
werden, dass 1) ALOI = AMPE, 2) BMPD = BKNG, 3) 
LCHOnsCKNF ist; durch Addition von (1) und (3) er- 
giebt sich ACHI^AHPE -f CKNF oder dass das Quadrat 
von AC gleich ist der Summe der Quadrate von AB und 
BC vermindert um die beiden Rechtecke BMPD und BKNG 
oder da diese nach (2) einander gleich sind, um das dop- 
pelte Rechteck BKNG, d. h. um 2*BK-BC q. e. d. 

2t er Bow. AC* = AK* + KC*; statt AK» kann man 
AB» — BK* und statt KC» = (BC — BK)» = BC* -f BK» 
— 2BC*BK einsetzen; geschieht dies, so erhält läan AC» 
= AB» — BK» + BC» + BK» -.2.BC.BK, worin sich + SK' 
und — BK» hebt, so dass die Behauptung übrig bleibt. 

Anm. 1, Für beide Fälle an besonderen Figuren zu 
beweisen. 

Anm. 2. Wie lautet dieser Satz, den man den ver- 
allgemeinerten Pjthagoräischen nennen kann, in der Tri- 
gonometrie? 

§. 814. Lehrs. Zieht man in einem Dreieck eine 
Mittellinie, so ist die Summe der Quadrate der nicht hal- 
birten Seiten gleich dem halben Quadrat der dritten Seite 
vermehrt um das doppelte Quadrat der Hittellinie. 

Vor. ABO ein Dreieck, D die 
Mitte von AC. 
Beh. AB» + BC»=V,AC» + 2BD». 
Bew. Fälle noch die Höhe BE, 
dann ist nach $. 813 

4) AB» = AD» 4- BD»- aADED 

F ^27 ^ 2)BC» = CD»+BD» -f2CDED. 

^^* ' Addirt man diese Zeilen, indem man 

berücksichtigt, dass AD = CD, also 1) AD» = CD» = Vi AC* 

und 2) 2AD-ED=32 CD-ED ist, so erhält man AB» + AC» 

= %AC»+2BD» q. e. d- 
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$. 815. ^ Lehrs. In einem Viereck ist die Summe 
der Quadrate der vier Seiten gleich der Summe der Qua- 
drate der Diagonalen vermehrt um das vierfache Quadrat 
der Linie, welche die Mitten der Diagonalen verbindet. 

Vor. ABCD ein Viereck, E die 
Mitte der Diagonale AC, F . die Mitte 
von BD. 

Beh. AB» + BC* + CD* + DA» 
= AC»-f-BD» + 4EF». 

Bew. Ziehe noch BE und D.E; nach 
S. 814 ist 1) AB» + BC»=%AC» 
4- 2BE» und 2) CD» + DA» = % AG» 
4- 2 DE»; durch Addition dieser Zeilen 
entsteht 3) AB» +BC» + CD» + DA» 
= AC» + 2 BE» + 2 DE»; da nun ferner 
nach S, 814 BE» + DE»= % BD» +2EF», ist 2BE» 
+ 2DE» = BD» + 4EF» und setzt man dies in (3) ein, so 
erhält man AB» + BC» + CD» + DA» = AC» + BD» + 4EF» 
q. e. d. 

Zusatz. In einem Parallelogramm ist die Summe 
der Quadrate der vier Seiten gleich der Summe der Qua- 
drate der Diagonalen. 

$. 816. Lehrs. Beim Viereck im Kreise ist die 
Summe der Producte der Gegenseiten gleich dem Product 
dtr Diagonalen- 

Vor. ABCD ein Viereck im Kreis. 
Beh. AB.CD + BC.AD=AC.BD. 
Bew. Trage den Winkel ABD an CB 
in Punkt B an, und nenne E den Durch- 
schnittspunkt des erhaltenen Schenkels 
mit der Diagonale AC. Nun ist 1) A ABD 
<>3 A EBC, da 1) ^ ABD = ^ CBE nach 
Construction und 2) ^ ADB ^ ^ ECB 
als Peripheriewinkel auf demselben Bo- 
gen. 2) A DBC OQ A ABB, da 1) ^ DBC-— ^ ABE, weil 
beide um das Stück DBE grösser sind als die gleichchri 
Winkel ABD und CBE, 2) ^ BDC = ^ BAE als Peripherie- 
winkel auf demselben Bogen. Aus den ersteren Dreiecken 
folgt die Proportion AD : EC = BD : BC und aus den letz- 
teren die Proportion CD : AE =3BD :AB; und aus diesen 
beiden Proportionen nach $. 600 g 1) AD-BC=sCE-BD, 
2) CD • AB srr AE BD. Durch Addition dieser Zeilen erhftit 
die Gleichung 
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ADBC + CD.AB = CE BD 4- AEBD 
= (CE + AE) BD 
= CABD q. e, d. 
Ai\in. Dieser Satz heisst der Ptolemäische Lehrsatz 
und kann zur Auflösung der Aufgabe dienen : Wenn die 
Sehnen zweier Bogen bekannt sind, die Sehne zu finden, 
deren Bogen gleich der Summe der beiden ersten Bogen ist. 
§. 817. Aufg. Einen Kreis zu construiren, der 
durch zwei gegebene Punkte A und B geht und eine ge- 
gebene Linie L berührt, a) wenn L{|AB; b) wenn L 
nicht parallel AB. 

Aufl. zu a. Das in der Mitte von AB errichtete 
Loth Xrltll L in dem Berührungspunkt des gesuchten Kreises, 
wodurch sich die Aufgabe auf S- 1^9 reducirt. 

AufL zu b. Gegeben zwei Punkte A, B und eine 
mit AB nicht parallele und nicht zwischen A und B befindr 
liehe Linie L. Han soll einen Kieis construiren, der durch 
A und B geht und L berührt. 

AufL Ziehe BA und verlängere 
es, bis es L in C trifft, suche zu CA 
und CB die mittlere Proportionale 
CD und schneide dieselbe von C m^ 
nach beiden Seiten auf L zu den 
Punkten E und F ab, so genügt so- 
wohl der durch A, B und E, als der 
durch A, B und F gezogene Kreis 
den Bedingungen der Aufgabe, 
p. ^33 Bew. Schnitte der durch A, B 

und E gelegte Kreis die Linie L 
ausser in E noch 19 einem andern Punkte X, so müsste 
nach $. 807 CA-CB = CE CX sein; nach Construction ist 
aber CA CBrrsCECE, woraus durch Vergleichung mit der 
vorigen Zeile sich ergiebt, dass CX = CE sein muss, d. h. 
dass der Kreis diß Linie L in einem anderen Punkte als 
in E nicht treffen kann; folglich berührt derselbe die Linie 
L in E q. e. d. 

S. 818. Aufg. Einen Kreis zu construiren, der durch 
e nen gegebenen Punkt B geht und zwei gegebene Linien 
L, Li berührt, a) für den Fall L||AB; b) für de^ Fall 
L nicht parallel L|. 

Aufl. zu a. Der Hittelpunkt des gesuchten Kteiseß 
liegt auf der in der Mitte zwischen L und Li gezogenen 
Parallelen und ist einer der Durchschnitt^punkte dieseir 
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Fig, 131. 



Parallelen mit dem um B mit dem halben Abstand der ge«- 
gebenen Linien gez^ogenen Kreise. 

Exposition zu b. Gegeben zwei sich in A schnei- 
dende Linien L und Li und ein beliebiger Punkt B; man 
soll einen Kreis construiren, welcher durch B geht und die 
Linien L und L| berührt. 

Iste Aufl. Zeichne die Halbi- 
rungslinie des Winkels A, fälle von B 
auf diese Halbirungslinie das Loth 
BC und verlängere es um sich selbst 
bis D und construire nach §. 817 
einen Kreis der durch B und D geht 
und L berührt, so ist dies der ver- 
langte Kreis. 

Bew. Sei M der Hittelpunkt dieses 
Kreises und denke man sich von M 
auf die Schenkel des Winkels A die 
Lothe MD, ME gefällt, so sind die 
Dreiecke MAD und MAE congruent, und folglich muss, da 
D ein Berührungspunkt des Kreises auf L ist, E ein solcher 
auf Li sein q. e. d. 

2t e Aufl. Ziehe die Halbirungs- 
linie des Winkels A, nimm einen belie- 
bigen Punkt C derselben und be- 
schreibe mit dem von C auf L gefällten 
Loth CD einen Kreis um C, ziehe AB, 
welches diesen Kreis in £ und F 
trifft, ziehe CE, GF und von B Pa- 
rallelen damit, welche die Halbirungs- 
linie des Winkels beziehlich in 6 
und H treffen, so sind diese beiden 
Punkte die Mittelpunkte der gesuchten 
Kreise. 

Bew. Fälle noch von G auf L 
das Loth Gl, so ist wegen Aehnlich- 
keit der Dreiecke ACE und AGB 
AC : AG =s CE : GB und wegen Aehn- 
lichkeit der Dreiecke ACD und AGl AC:AG = CD:Gr; 
da nun in den beiden erhaltenen Proportionen die drei 
ersten Glieder einander beziehlich gleich sind, so muss 
auch das vierte Glied GB der ersten Proportion gleich ^em 
yierten GUed Gl der zweiten Proportion sein; mithin geht 
der mit GB beschriebene Kreis durch I und berührt in 
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diesem Punkte die Linie AI, da nach Construction AlG 
ein Rechter ist. Der^Kreis muss aber auch Li berühren, 
da das von G auf L| gefällte Loth, wie leicht zu zeigen 
ist, dem Loth Gl gleich ist. 



«runter ^bfd)nttt. 

Von den geometrischen Oertem. 

$. 819. Erkl. Die Gesammtheit alier Punkte, welche 
'eine gewisse Eigenschaft haben, heisst der zu dieser Eigen- 
schaft gehörige geometrische Ort. 

Anm. 1. Wenn bewiesen werden soll, dass ein Verein 
von Punkten der zu einer Eigenschaft gehörige geometrisch^ 
Ort sein soll, so muss entweder gezeigt werden, erstens 
dass jeder Punkt des Vereins diese Eigenschaft hat, und 
zweitens dass kein anderer Punkt sie hat oder dass jeder 
Punkt, welcher diese Eigenschaft hat, ein Punkt des Ver- 
eins sei. 

Anm. 2. Ebenso lässt sich auch ein geometrischer 
Ort festsetzen für die Gesammtheit der Linien, welche eine 
gewisse Eigenschaft haben. Doch soll im Folgenden nur 
der geometrische Ort eines Punktes behandelt werden, und 
zwar auch nur in den Fällen, in welchen derselbe eine 
gerade Linie oder ein Kreis ist. 

$. 820. Lehrs. 1) Der Ort des gegebenen Abstan- 
des von einem festen Punkt ist eine Kreislinie, welche 
diesen Punkt zum Hittelpunkt und den gegebenen Abstand 
zum Radius hat. 

2) Der Ort des gegebenen Abstandes von einer festen 
geraden Linie ist der Verein zweier Linien, welche der 
festen geraden Linie parallel sind. 

3) Der Ort des gegebenen kürzesten Abstandes a von 
einer Kreislinie vom Radius r, ist der Verein zweier mit 
der gegebenen concentrischer Kreislinien, deren Radien 
r 4- a und r — a sind. 

4) Der Ort des gleichen Abstandes von zwei festen 
Punkten ist die gerade Linie, welche senkrecht auf der 
Mitte der Verbindungslinie derselben steht. 
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5) Der Ort drss gleichen Abstandes von zwei paralle- 
len Geraden ist die gerade Linie, welche denselben parallel 
ist und eine beliebig zwischen denselben gezogene Ver- 
bindungslinie halbirt. 

6) Der Ort des gleichen Abstandes von zwei sich 
schneidenden Geraden ist der Verein der beiden Geraden, 
welche die zwischen, den ersteren liegenden Winkel hal- 
biren« 

Die Richtigkeit dieser isechs OrtssStze ergiebt sich 
entweder unmittelbar aus den Erklärungen der vorkommen- 
den Oerter oder durch so einfache Anwendungen der 
Sätze der ersten drei Abschnitte, dass qine Ausführung 
der Beweise im Einzelnen hier unterbleiben kann. 

Anm., Die Oerter des gleichen Abstandes von einem 
Punkt und einer Geraden oder von einem Kreis und einer 
Geraden oder von einem Punkt und einem Kreis oder von 
zwei Kreisen sind Kegelschnitte. 

$. 821. Lehrs. 1) Der Ort für die Spitze eines 
Dreiecks, dessen Grundline fest und dessen Winkel an der 
Spitze gleich einem gegebenen Winkel ist, ist der Verein 
zweier congruenter Kreisbogen, die durch die Endpunkte 
der Grundlinie gehen, und deren Hitte^unkte man erhält, 
wenn man an beiden Endpunkten der Grundlinie zu beiden 
Seiten die Complementswinkel des gegeben anträgt. 

Der Beweis ergiebt sich aus §. 114. 

2) Der Ort für die Spitze eines Dreiecks, dessen 
Grundlinie fest und dessen Inhalt gleich einem gegebenen 
Quadrat ist, ist der Verein zweier Parallelen mit der 
Grundlinie. Der Abstand jeder dieser Parallelen von der 
Grundlinie ist gleich der Seite eines Rechtecks, dessen 
andere Seite gleich der gegebenen Grundlinie und dessen 
Inhalt gleich dem Doppelten des gegebenen Quadrats ist. 

Der Beweis ergiebt sich aus $. 483. 

$. 822. Lehrs. Der Ort eines Punktes, dessen Ab- 
stände von zwei festen Punkten ein gegebenes Verhältniss 
haben, ist eine Kreislinie, deren Mittelpunkt in der Ver- 
längerung der Verbindungslinie dieser Punkte liegt, und 
welche diese Verbindungslinie innerlich und ftusserlich nach 
dem gegebenen Verhältniss theiit. 

Vor. AGB ein Dreieck, dessen Seiten AC und BC 
sich wie p:'q verhalten. 

Beb. G liegt auf dem Halbkreise über den beiden 
Punkten D und E, welche die Linie AB nach dem Verhält- 
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Fig. 133, 
also befindet sich nach 



niss p:q theilen (zur Auffindung der Punkte D und E 
vergl. 615). 

Bew. Ziehe CD und CE, so 
ist nach §. 809 CD die Halbi- 
rungslinie des Winkels ACB, und 
CE die Halbirungslinie des Neben- 
winkels von ACB, mithin müssen 
die Linien CD und CE als Halbi- 
rungsliniea zweier Nebenwinkel 
einen rechten Winkel einschliessen, 
$. 821 C auf dem über DE be- 
schriebenen Halbkreise. 

Anm. Wenn das gegebene Yerhältniss das der Gleich- 
heit wird, fällt der eine Theilpunkt in die Mitte der Linie, 
der andere in's Unendliche und der Ort besteht dann aus 
dem in der Mitte errichteten Loth und der unendlich ent- 
fernten Geraden der Ebene. 

§. 823. Lehrs. Der Ort eines Punktes, dessen Ab- 
stände von zwei sich schneidenden Geraden ein gegebenes 
Yerhältniss p ; q haben, ist der Verein zweier Geraden, die 
von dem Schneidungspunkt der Geraden ausgehen und 
ausserdem noch die beiden Punkte treffen, deren Abstände 
von den schneidenden Geraden beziehlich gleich p und q sind. 




Fig. 134. 

Vor. Gegeben die Geraden AB, AB und die Strecken 
p und q; in Cder Entfernung p sind mit AB auf beiden 
Seiten der Linie Parallelen CG, DS und in der Entfernung 
q ist mit AE oberhalb eine Parallele gezogen, welche qie 
beiden früheren Parallelen in G und S trifft. 

Beb. Der Verein der beiden Geradepi AG und .^S 



ist der Ort eines Punktes, dessen 
AB das V^hftltniss p.:q haben. 



Abstände von AB umi 
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Bew. Sei K ein beliebiger Punkt auf AG (oder AS) 
KL, KH die von ihm auf AB und AG gefällten Lothe, und 
seien GH, Gl die von G auf AB und AE gefällten Lothe, 
welche nach Construction beziehlich gleich p und q sind. 
Nun ist nach §. 602 1) AK : AG =r KL : GH und 2) AK : AG 
= KM:GI, also auch 3) KL : GH = KM: Gl oder wenn 
man die inneren Glieder vertauscht KL : KU = GH : Gl, 
d. i. wie p : q. 

Sei nun N ein beliebiger nicht auf AG oder AS lie- 
gender Punkt NO, NP die von ihm auf AB und AE ge- 
fällten Lothe, deren ersteres AG in Q schneidet, und end- 
lich QR das Loth von Q auf AE. Dann ist NO : NP 
> 00 ; QR, da NO > QO und NP <: QR ist; QO : QR ist 
aber gleich p:q. Mithin ist gezeigt 1) dass jeder Punkt 
▼oa AG und AS von den Linien AB und AE Abstände hat^ 
die sieh wie p: q verhalten; 2) dass jeder ai^isserhalb AG 
und AS liegende Punkt diese Eigenschaft nicht hat q. e. d. 

Anm. Wenn die Abstände eines Punktes von einem 
festen Punkt und eimr Geraden ein gegebenes Yerhältniss 
haben sollen, so ist der geometrische Ort im Kegelschnitt 
dienso, wenn statt des festen Punktes oder der festen 
Geraden ein Kreis genommen wird. 

§. 824. Lehrs. Der Ort für die Spitze eines Drei- 
ecks, dessen Grundseite fest, und in welchem die Summe 
der Quadrate der Schenkelseiten einem gegebenen Quadrate 
gleich ist, ist eine Kreislinie, deren Hittelpunkt in der Mitte 
der Grundlinie liegt. Ein Punkt dieser Kreislinie ist die 
Spitze des gleichschenkligen Dreiecks über der gegebenen 
Grundlinie, dessen Schenkel gleich der halben Diagonale 
des gegebenen Quadrats ist. 

Vor. Sei eine Linie AB und eine 
Strecke p gegeben; über p als Hypotenuse 
denke man sich ein beliebiges rechtwink- 
liges Dreieck und mit dessen Katheten um 
A und B Kreise beschrieben, welche sich 
in C schneiden; M sei die Mitte von AB. 
Beb. Die Peripherie des mit MC um 
M beschriebenen Kreises ist der Ort für 
J!r-*"^g die Spitze eines Dreiecks über der Grund- 

rig. «&. j,^.^ ^g^ j^^ welches die Summe der 

Quadrate der Schenkelseiten p^ beträgt. 
Bew. Nach §. 814 ist % AB» + 2MC« = AC» + BC« 
oder nach Construction gleich p'. Also giebt jeder Punkt 
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der Kreisperipherie mit A und B verbunden dieselbe Summe der 
Quadrate der Schenkelseiten, da sowohl ^ie Grundseite des 
Dreiecks^ als die Entfernung von der Spitze des Dreiecks zur 
Mitte der Grundlinie für alle diese Punkte dieselben sind. Ist 
D ein Punkt innerhalb des Kreises, so ist AD^ + BD^ 
= V3AB^+2MD^ und mithin kleiner als p^ Ist E ein 
Punkt ausserhalb des Kreises, so ist AE> + BE^ = Va AB> 
4-2BE^ und mithin grösser als p^; also befindet sich jeder 
Punkt, dessen Entfernungen von A und B die Summe ihrer 
Quadrate p^ haben, auf der Peripherie des mit HC um M 
beschriebenen Kreises. 

Anm. 1. Der Radius de s Ortskreises MC ist nach 

Obigem gleich 1/^— VaAB^; also wenn p>AB ist 

ist er grösser als VsAB, wenn p=ssAB ist, ist er gleich 
Va AB, wenn p^ = Va AB^ ist, gleich Null, und wenn p* 
noch kleiner ist, unmöglich. 

Anm. 2. Der Satz Iftsst sich ausdehnen auf den Fall, 
wo der Ort sich' auf die Summe der Quadrate der Abstände 
Yon mehr als zwei festen Punkten oder auf die Summe 
der Producte des kleinsten und grössten Abstandes Ton 
einer Anzahl fester Kreise bezieht, worüber im Uebungs^ 
stück ein Mehreres. 

$. 825. Lehrs: Der Ort für die Spitze eines Drei- 
ecks, dessen Grundlinie fest und in welchem der Unter- 
schied der Quadrate der Schenkelseiten gleich einem gege- 
benen Quadrat ist, ist ein Loth auf der Grundlinie, und 
zwar erhält man dasselbe, wenn man die gegebene Qua- 
dratseite zur Kathete eiries beliebigen rechtwinkligen Drei- 
ecks macht, mit den beiden andern Seiten dieses Dreiecks 
um die Endpunkte der gegebenen Grundlinie Kreise be- 
schreibt und Yom Durchschnittspunkt dieser Kreise ein Loth 
auf die Grundlinie fölit. 

Vor. Sei eine Linie AB und eine 

Strecke p gegeben | man denke sich 

p zur Kathete eines rechtwinkligen 

Dreiecks gemacht und mit dessen 

Hypotenuse um A, mit der anderen 

-^fft^^Ä Kathete um B Kreise beschrieben, 

Fiff 136 welche sich in C treffen, sei CD das 

^' ' Loth von C auf AB. 

Beh .Das von C auf AB gerällte Loth ist der Ort 

der Spitze eines Dreiecks über der Grundlinie AB, für 
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welches die Differenz der Quadrate der Schenkelseiten 
gleich p^ ist. 

Bew. AC^ — BC* ist gleich p^ nach Construction, 
ferner ist 1) AC^ = AD^4-CD^ 2) BC^r^BD^ + CD^ 
also 3) AC2 — BC2 = AD^-~BD2; auf gleiche Weise er- 
giebt sich für jeden beliebigen anderen Punkt E dds Lothes 
CD AE^ — BE2 = AD2 — BD* = p2. Für einen Punkt F, 
der nicht auf dem Lothe CD liegt, ist, wenn F6 das Lath 
von F auf AB ist, AF^ — BF^^AG^ - BG^ da nun AD* 
-> BD^ nicht gleich AG^ — B6^ sein kann, da in letzterer 
Differenz der Minuendus grösser und zugleich der Subtra- 
hendus kleiner ist als in ersterer, so ist bewiesen, dass 
das Loth CD der Ort für die Spitze eines Dreiecks über 
der Grundlinie AB ist, dessen Differenz der Quadrate der 
Schenkelseiten gleich p^ ist. 

Anm. 1. Da AD» — BD* = p*; AD + BD— AB ist, 

p» + AB* 
erhalt man durch eine leichte Rechnung AD = *^ .^ 

Anm. 2. Der Satz Usst sich ausdehnen anf den Fall, 
in welchem statt der gegebenen festen Punkte feste, Kreise 
und statt des Quadrats des Abstandes das Product aus dem 
kleinsten und grössten Abstand, oder was dasselbe ist, das * 
Quadrat der Tangente genommen wird. 

S. 826. Lehrs. Der Ort eines Punktes, der die von 
einem festen Punkt P ausgehenden und durch den Umfang 
einer beliebigen Figur begrenzten Linien in einem gege- 
benen Verhältniss gleichartig theilt, ist eine der gege- 
benen Figur ahnliche und ahnlich liegende Figur. Der 
feste Punkt ist der Aehnlichkeitspunkt beider Figuren« 
Liegt der Theilungspunkt entweder zwischen P . und dem 
Umfang der gegebenen Figur, oder in den Verlangerungen 
über diesen Umfang hinaus, so ist die erhaltene neue Figur 
der gegebenen gleichläufig, liegt er in den Verlängerungen 
über P. hinaus, so ist sie gegenläufig mit der gegebenen. 

Vor. Sei ein um den Hittelpunkt M beschriebener 
Kreis, ein beliebiger Punkt P innerhalb oder ausserhalb des- 
selben und ein Verhältniss p:q gegeben;, seien ferner PA, 
PC zwei beliebige Linien von P an der Umfang des Kreises, 
welche durch die Punkte B und D so getheilt sind, dass 
PA : PB = PC : PD = p : q ist; sei ferner PM gezogen und 
durch N so getheilt, dass auch PM : PN =3 p : q ist. 
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Beh. Die Funkte 6 und D befinden sich auf der Pe- 
ripherie eines um N beschriebenen Kreises, dessen Radien 
sich zum Radius des gegebenen Kreises wie q:p verhält. 
Bew. Man ziehe noch die Linien 
MA, MC, NB, ND, dann ist A PAM 
<>3 A PBN, da sie den Winkel P gemein 
haben, und PA:PB = PM:PN ist; fer- 
ner ist A PCM <>^ A PDN, da sie den 
Winkel P geraein haben und PC : PD 
= PM : PN ist. Hieraus ergiebt sich (1) 
PM;PN==MA:NB und (2) PM.PN 
Fig. 137. = MC ; ND, also auch (3) MA : NB 

=a MC : ND oder da MA = MC ist, auch 
NB = ND; und da PM:PN = p:q ist nach (I) p:q 

siaMArNB; also NB=5 — MA: es ist mithin bewiesen, 

P 
dass der Ort eines Punktes, welcher die von P nach dem 
Umfang des gegebenen Kreises gezogenen Linien im Ver- 
hältniss p : q theilt, die Peripherie eines zweiten Kreises 
ist, dessen Mittelpunkt die Linie PM im Verhaltniss p : q 
theilt, und dessen Radien sich zu dem des gegebenen 
Kreises wie q : p verhält. 

Auf ähnliche Weise, wie der Satz hier für einen ge- 
gebenen Kreis bewiesen ist^ kann er auch für eine gege- 
bene gerade Linie, und demnächst für eine beliebige ge- 
gebene geradlinige Figur erwiesen werden. 



^ejlttter ^lifd)mtt. 

Von der Theilung und Ausmessung des Kreises. 

§. 827. Lehrs. Halbirt man zwei anstossende Winkel 
eines regelmässigen Vielecks, so schneiden sich die Halbi- 
rungslinien in einem Punkt, der sowohl von allen Ecken 
als auch von allen Seiten gleichen Abstand hat, und der 
also zugleich der Mittelpunkt eines dem Vieleck umschrie- 
benen als auch eines demselben eingeschriebenen Kreises ist. 

Vor. AB = BC==CD; ^ABC = -^BCD; ferner 1) 
^ ABM = -^ CBM, 2) ^ BCM = ^ DCM und MF I AB, 
MG I BC. ~ 
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Beh. MA = MB = MC = MD; MF = MG. 

Bew. AMAB^ AMBC; aus 
den Stücken MB — MB, BA = BC 
und -d MB A = -^ MBC ; ferner 
A MOB ^^ A MCD aus den Stücken 
MC = MC, CB = CD und -£ MCB 
= ^ MCD ; hieraus ergiebt sieb, 
dass MA = MC und MB = MD ist, 
da aber die Winkel MBC und 
MCB als Hälften gleicher Winkel 
gleich sind, ist nach S. 53 auch 
MB = MC, also M der Mittelpunkt eines Kreises, der durch 
A, B, C, D geht. Da nun AB, BC, CD gleiche Sehnen 
dieses Kreises sind, so haben sie nach $. 104 gleiche Ab- 
stände Ton M, also ist M der Mittelpunkt eines Kreises, 
der die Seiten AB, BC, CD berührt w z. b. w. 

$. 828. Lehrs. Eine Figur ist regelmftssig in jedem 
der folgenden Fälle: 

1) wenn sie einem Kreis eingeschrieben ist und gleiche 
Seiten hat; 

wenn sie einem Kreis eingeschrieben, von ungerader 
Seitenzahl ist und gleiche Winkel hat; 
wenn sie einem Kreis umschrieben, von ungerader 
Seitenzahl ist und gleiche Seiten hat; 
wenn sie einem Kreis umschrieben ist und gleiche 
Winkel hat. 

(10 Vor. ABCDEF6 ein Siebeneck 
im Kreis, und AB::=^BC = CD etc. 
Beh. -iABC = iiBCD. 
Bew. Da die Seiten des Siebenecks 
alle gleich und Sehnen eines Kreises 
sind, so sind auch die zugehörigen Bo- 
gen gleich, also sind die Winkel des 
Siebenecks Peripherie winkel auf Bogen, 
welche gleich der ganzen Peripherie 
vermindert um zwei solche Sehnenbogen 
sind; mithin sind diese Winkel nach 
§. 114 als Peripheriewinkel anf gleichen Bogen einander 
gleich. 

(2.) Vor. ABCDEF6 ein Siebeneck im Kreis und 
^A = -^B = -^C = /:D = -iiE = '^P = ^6. 

Beh. AB = BC = CD = DE=EF = FG = GA. 

10 



2) 
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Da die Winkel B und C gleich sind, müssen nicht 
nur die Bogen, auf welchen sie stehen, sondern auch die 
Bogen, in welchen sie liegen, einander gleich sein, also 
ist Bg.ABC=Bg.BCD, und wenn man den gemeinschaftlichen 
Bogen BC abzieht, so erhdit man Bg. AB =. Bg. CD, also 
nach S 104 auch Sehne AB = CD; ebenso ist CD == EP = GA 
= BC = DE = FG, also sind alle Seiten des Vielecks ein- 
ander gleich. 

Anm. Ist die Seitenzahl eines Vielecks eine gerade, 
so ist das Resultat ein anderes, da dann nur von den nicht 
aneinandergrenzenden Seiten gezeigt werden kann, dass 
sie gleich sind. 

(3.) Vor. ABCDEFG ein um einen 
Kreis beschriebenes Siebeneck und ^ A 
= -^ B = -^ C etc. 
Beh. AB = BC = CD, 
Bew. Man nenne H, I, K, L, H, N, 
die Berührungspunkte der Seiten 
AG, AB, BC, CD, DE, EF, FG. Man 
ziehe MH, MA, MI, MB, MK, MC. 

Bew. A MAI ^ A MIß .aus den 
Stücken M1 = MI, ^MIA = -i:MIB 
als rechte Winkel und ^ MAB = ^ MBJ, 
da sie nach $.111 die Hälften der nach Voraussetzung 
gleichen Winkel GAB und ABC sind; also ist AI = IB, 
da ferner B[ = BK nach $. 111, und weiter gezeigt wer- 
den kann, dass BK = CK ist, so sind sfiromtliche von den 
Ecken des Vielecks an den Kreis gezogene Tangenten 
einander gleich, also auch die Seiten des Vielecks, deren 
jede aus zwei solchen Tangenten besteht, gleich lang. 

(4.) Vor. ABCDEFG ein um einen Kreis beschrie- 
benes Siebeneck und AB t=BC=CD = DE =:EF = FG 
= GA. 

Beh. ^ GAB = ^L ABC = ^ BCD = etc. 
Bew. Durch wiederholte Anwendung von $.111 un'l 
Addition der erhaltenen Zeilen kann man leicht beweisen, 
dass BI + CL + DL + EN + FN 4- GH^4-_HA =r AI + 

BK 4- CK + DM+1m + FO + GO oder BI + CD +EF + 

GA = AI + BC + DE -f FG ist; jgsst man auf beiden Seiten 
die nach Voraussetzung gleichen Vielecksseiten CD, EF, 
GA und BC, DE, FG weg, so bleibt BI = AI; woraus 
dann leicht die Congruenz der Dreiecke AMI und BMI 
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und daraus, unter zu Hölfenahme von §. 111, die Gleich- 
heit der Winkel GAB und ABC folgt. 

Anm. Ist die Seitenzahl des Vielecks eine gerade, 
so kann die Gleichheit der Stücke AI und BI nicht er- 
wiesen werden. 

§. 829. Lehrs. Wenn man den Radius als Sehne 
in den Kreis trägt, so beträgt der zu dieser Sehne gehö- 
rige Bogen 60^ d. h. den sechsten Theil des Umfangs. 

Bew. Die Endpunkte einer dem Radius gleichen 
Sehne geben mit dem Mittelpunkt verbunden ein gleich- 
seitiges Dreieck, worin nach §. 48 a jeder Winkel 60 Grad 
betragt. 

§. 830. Hülfsaufgabe. Eine gegebene begrenzte 
Linie durch einen Punkt in zwei Stücke zu theilen, so dass 
sich die ganze Linie zu dem grösseren Stück verhftlt, 
wie das grössere Stück zu dem kleineren. 

Gegeben die Strecke AB; man soll sie durch einen 
Punkt C in zwei Stücke theilen, so dass AB : AC = AC : BC ist. 

Aufl. Errichte in B ein Lolh 
BD = y, AB , beschreibe um D 
mit DB einen Kreis, ziehe AD, 
welches den Kreis in E und P 
trifft und schneide AE auf AB ab, 
so ist der auf AB erhaltene Punkt 
G der verlangte Theilungspunkt. 
Bew. Nach §. 807 Zusatz ist 
AF:AB = AB:AE, mithin nach 
8. 600 e AB : AF — AB = AE ; AB — AE; es ist nun aber 
1) AF — AB = AF^EF=AE = AC, weil BD = %AB, 
also EF = AB sein muss; und 2) AB — AE = AB -^ AC 
= BC, also ergiebt sich, wenn man diese Werthe in obige 
Proportion einsetzt, AB : AC = AC : BC w. z. b. w. 

Anm. 1. Die arithmetische Lösung führt durch 
die Proportion r : x = x : r — x auf die Gleichung x* -f- rx 

r T/ pr 

= r^, also; x = — — + l/r^ + -7-, was für x dieselbe 
Construction, als oben angegeben ist, ergiebt; der Zahlen- 

werth von x ist hiernach x = r> ^ "^ '^^^^ = 0,6180339 r. 

Anm. 2. Diese Theilung nannten die Alten die Sectio 
aurea oder Sectio divina. In neuerer Zeit sagt man, die 

10* 
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Linie sei nach dem Süsseren und mittleren Verhfiltniss 
getheilt. 

§. 831. Lehrs. Wenn man den Radius durch den 
goldenen Schnitt theilt, und das grössere Stück als Sehne 
in den Kreis trftgt, so betragt der zu dieser Sehne gehörige 
Bogen 36% d. h. den zehnten Theü des Umfangs. 

Vor. Der Radius MA eines Kreises 
ist im Punkt D nach dem goldenen 
Schnitt, d. h. so getheilt, dass MA : HD 
= MD : DA, und die Sehne AB ~ MD 
gemacht. 
Beh.. ^AME = 36^ 
Bew. Setzt man in der obigen Propor- 
Figriwir ^^^^ ^^^ V<^r. statt MA ME und statt des 

ersten MD AE ein, so erhält man ME : AE 
= MD : AD, also ist nach §. 809 ED die Halbirungslinie 
des Winkels AEM; ferner ist A AEM <» A ADE, da nach 
Voraussetzung AM : AE = AE : AD und ^ A sich selbst 
gleich ist also nach $. 607; mithin ist ^AED = 4^AME; 
es ist also in dem gleichschenkligen Dreieck AME der 
Winkel an der Spitze halb so gross als ein Basiswinkel 
AEM oder er betrftgt den fünften Theil von der Summe 
aller drei Dreiecks winkel, d. h. von 180®; mithin ist AME 
= 36^ oder der zehnte Theil der um M herum liegenden 
Ebene w. z. b. w. 

§. 832. Lehrs. Trägt man von einem Punkt A im 
Umfang eines Kreises nach derselben Seite zu sowohl den 
Radius als die Zehnecksseite als Sehnen in den Kreis zu 
den Punkten B und C, so ist der Bogen BC, der zwischen 
den Endpunkten dieser Sehne liegt, der fünfzehnte Theil 
des Umfangs. 

Bew. Da der zur Sechsecksseite gehörige Bogen 
60®, der zur Zehnecksseite gehörige Bogen 36® beträgt, 
so ist die Differenz beider Bogen gleich fA®, d. h. gleich 
dem fünfzehnten Theil der Peripherie. 

Anm. Da man jeden beliebigen Bogen halbiren kann, 
so ist es hiernach mit Hülfe der so eben genannten Lehr- 
sätze möglich, einen Kreis in eine Anzahl gleicher Theile 
zu theilen, wenn diese Anzahl in einer der folgenden 
Reihen enthalten ist: 

2. 4. 8. 16 2*^ 

3. 6. 12. 24 32» 
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5. 10. 20. 40 5-2» 

15. 30. 60. 120 i5V 

In neuerer Zeit hat Gauss (Prof. in Göttingen f 1855) 
in den ^disquisitiones arithmeticae^ gelehrt^ dass man den 
Kreis auf ^treng geometrische Weise in eine gegebene 
Anzahl Theile theilen kann, wenn diese Anzahl eine Prim- 
zahl von der Form 2" +• 1 ist, also in 3, 5, 17, 257 
Theile, woraus sich dann noch durch Addition und Sub- 
traction der Bogen ergiebt, dass der Kreis in n Theile ge- 
theilt werden kann, wenn alle ungeraden Primfaetoren von 
n die oben genannte Form von 2"^ + 1 haben, und keiner 
derselben in einer andern als in der ersten Potenz vorkommt, 
also für n = 34, 51, 68, 85, 102, 136, 170, 204, 255. 

S. 833. Lehrs« l)Der Umfang eines einem Kreise 
eingeschriebenen regelmassigen Vielecks ist kleiner als der 
Umfang des demselben Kreise eingeschriebenen regelmäs- 
sigen Vielecks von doppelt so viel Seiten und dieser 
Umfang wieder kleiner als der Umfang des Kreises. 

2) Der Umfang eines einem Kreise umschriebenen 
regelmässigen Vielecks ist grösser als der Umfang des 
umschriebenen Vielecks von doppelt so viel Seiten und 
dieser Umfang wieder grösser als der Umfang des Kreises. 

(1.) Vor. AB die Seite des einem 
Kreis eingeschriebenen n Ecks, C die 
Mitte des Bogens AB. 

Beh Die Peripherie K ist grösser 
als n-AB; 2nAC>nAB. 

Bew. Die Peripherie ist n mal 
grösser als der Bogen AB; betrachtet 
man diesen aber als ein Vieleck von 
unendlich vielen Seiten, so ist er 
nach $. 59 grösser als AB, also auch 
die Peripherie grösser als n*AB. 
Nach §. 58 Ist ferner AC + BC oder 
2AC>AB; also auch 2n'AC>n-AB w. z. b. w. 

(2.) Vor. Der Bogen EF ist der nte Theil der Pe- 
ripherie, G sein Mittelpunkt, ED, FD, HI die Tangenten in 
den Punkten E, F, G. 

Beh. 1) Die Peripherie ist kleiner als n(ED + FD); 
2) n (EH + Hl + IF) < n (ED + FD). 

Bew. Nach §. 59 ist der Bogen EF, wenn man ihn 
als Vieleck von unendlich vielen Seiten betrachtet, kleiner 
als die umschliessende Figur ED + DF, also auch die 
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Peripherie, welche das n fache des Bogens EF ist, kleiner 
als n (ED + DF). Da nach §. 58 Hl <: HD + Df, so ist 
EH + HI + IF < EH + HD 4- DI + IF, d. i. EH + Hl 
+ IF <: ED + DF ; das n fache des ersteren ist aber der 
Umfang des umschriebenen 2nEcks; und das n fache des 
letzteren das n fache des umschriebenen n Ecks. 

Anm. Hierdurch ist der Weg für eine annähernde 
Berechnung des Kreisumfangs vorgezeichnet. 

§. 834. Erklärung. Das doppelte Product zweier 
Zahlen dividirt durch ihre Summe nennt man das harmo- 
nische Mittel der beiden Zahlen. Sind also a und b zwei 

Zahlen, so ist — r-r das harmonische Mittel. Man kann 
a + b 

dasselbe auch so erklären: Eine Zahl, die so zwischen 

zwei gegebenen Zahlen liegt, dass ihre Differetizen von 

denselben sich ebenso verhalten, wie die gegebenen Zahlen, 

ist ihr harmonisches Mittel (a — x : x — b = a : b). Endlich 

kann man auch das arithmetische Mittel C --k— } benutzen, 

um das harmonische zu erklären, indem man sagt: das 
harmonische Mittel zweier Zahlen ist der reciproke Werth 
des arithmetischen Mittels der reciproken Werthe dieser 

Zahlen, oder in Zeichen — :=S'^—- — ^. 

X 2 

§. 835. Lehrs. 1) Der Umfang eines einem Kreise 
umschriebenen regelmässigen 2n-Ecks ist das harmonische 
Mittel zwischen den Umfangen des umschriebenen und 
eingeschriebenen nEcks. 

2) Der Umfang eines einem Kreise eingeschriebenen 
2n-Ecks ist das geometrische Mittel zwischen den Um- 
Hingen des eingeschriebenen nEcks und des umschriebenen 
2nEcks. 

Vor. Dg. CD ist der nte Theil 
der Peripherie, E seine Mitte, M der 
Mittelpunkt des Kreises, in E sei die 
Tangente gezogen, welche die ver- 
längerten Radien MC und MD be- 
ziehlich in A und B treffen, ausser- 
dem sei CD und ME gezogen, welche 
sich in H treffen, und endlich der 
T7-^iAA Winkel AME durch eine Linie halbirt, 

*'^- ^**- die AE in F, CE in G trifft; bedeutet 
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nun Uo den Umfang des umschriebenen, e. den des einge- 
schriebenen nEcks, so ist auf diese Weise 1) AB = — u^, 

2) CD = -ie„ 3) EF=^u,„ 4) CE = le,„. 

Beh. 1) u,„ = ^^, 2)e,, = Fe7^. 

Bew. ad 1. Nach''§. 808 ist, da MF den Winkel 
AME halbirt: EF : AF = EM : AM, oder da EM = CM ist, 
gleich CM=:AM, also nach $. 602 gleich CD: AB; wenn 
aber EF : AF = CD : AB, so ist nach §. 600e auch EF : EF 

-f AF = CD : CD + AB oder J- u,„: jiu„ = — e„: — 
' 4n " 2n " n " n 

CUa + ej oder wenn man das erste Verhältniss mit 4n, 
das zweite mit n erweitert u^^ : 2Un = e» : u^ + e^, woraus 
nach §. 600g die Behauptung folgt* 

Bew. ad 2. Das Dreieck EHC ist ähnlich dem Drei- 
eck FGE, da die Winkel bei H und 6 rechte Winkel sind, 
und ^ECH = ^FE6 als Wechselwinkel an Parallelen; 

mithin ist EF:EG = CE:CH oder 4" "an • :r- e^» = ;^ 

4n ^"^ 4n ^" 2n 

^in'TT^ai d* ii* wenn man das erste Verhältniss mit 4n, 
2n 

das letzte mit 2n er weitert Uj^ : e,n = e^n • e^ oder nach 
$. 600k ej„ = 'pu,nea w. z. b. \r. 

§. 836. * Lehrs. 1) Der Inhalt eines einem Kreise 
eingeschriebenen regelmässigen 2nEcks ist das geome- 
trische Mittel zwischen den Inhalten des umschriebenen 
und des eingeschriebenen 2nEcks. 

2) Der Inhalt eines einem Kreise umschriebenen regel- 
mässigen 2nEcks ist das harmonische Mittel zwischen den 
Inhalten des umschriebenen nEcks und des eingeschriebenen 
2nEcks. 

Bew. In der Figur des vorigen Satzes ist A MCH 
: MCE = MH : ME = MC : MA = A MCE : A MAE. Zwei- 
tens AMEF: AMEA = EF:EA = EM:EM + AM = GM 
: CM + AM = A MCE ; A MCE + A MAE , woraus die 
Thesen folgen. 

§. 837. * Lehrs. Nennt man der Kürze halber Ra- 
dius eines Polygons die Entfernung des Mittelpunktes von 
den Ecken, und Apotheme die von den Seiten, so ist 1> 
die Apotheme Qi eines regelmässigen 2nEcks das arithme- 
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tische Mittel zwischen Radius r und Apotheme q des nEcks, 
das gleichen Umfang mit dem 2nEck hat; 

2) der Radius r| eines regelmftssigen 2nEcks das geo- 
metrische Mittel zwischen Apotheme ^i desselben 2nE9ks 
und dem Radius r des nEcks, das gleichen Umfang mit 
dem 2nEbk hat. 

Bew/ Sei AMB ein gleichschenkli- 
ges Dreieck, die Mittellinie 6H über 
M hinaus um MA bis C verlängert, CA, 
CB gezogen und in D und E halbirt, 
endlich noch MD, ME, DE gezogen, 
welche letztere CG in F trifft, dann ist 
MA = r, MG = p, CD = ri, CF = pi 
und es ergiebt sich sonach aus der Fi* 

gur sofort fi = -J-^, und nach §• 494 

CD oder ri die mittlere Proportionale 
zwischen CP und CM, d. h. ^i und r. 







S. 838. * Lehrs. 1) Der Radius (rj eines regel- 
mässigen 2nEcks ist das geometrische Mittel zwischen Ra- 
dius und Apotheme des nEcks von gleichem Inhalt. 

2) Die Apotheme (^i) des regelmässigen 2nEcks be- 
rechnet man aus dem Radius (r) und der Apotheme (q) 
des nEcks von gleichem Inh alt durch die Formel 

Bew, Sei HAB ein bei 
A rechtwinkliges Dreieck, 
worin ^ AMB der 2nte Theil 
von 4 Rechten ist, DC eine 
solche Linie zwischen den 
Schenkeln von AMB , dass 
das A DMC gleichschenklig 
und gleich MAB, dann ist 
nach §. 613 MD die mittlere 
Proportionale zwischen MB 
und MA oder ri = ^r^ mit- 
hin die erste Thesis bewiesen. 
Um die zweite Thesis zu beweisen, muss die Höhe ME des 
gleichschenkligen Dreiecks MDC gefunden werden. Man 
fälle von D und E Lothe DF und EG auf MC. Es ist nun 




Fig. 146. 
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MB = r, MA == ^, MD = MC = f?f , forner MF : NA 

= MD : MB, also MF = -<?-^^, ferner MG = ^!^-^ 
' r * 2 

-^—^ + y^ J «nd endlich ME die mittlere Pro- 
portionale z wischen MG und MC, also ME oder 

ft = ]/% («.TS-+ ^)^ =]/•/.«' + '. 

Anm. 1. Mit Hülfe von §. 835 kann nian nun, da 
der Umfang des umschriebenen Secksecks ArYs' und der 
des eingeschriebenen 6r bekannt sind, den Umfang des 
umschriebenen und eingeschriebenen Zwölfecks, dann des 
umschriebenen und eingeschriebenen Vierundzwanzigecks 
u. s. f. finden, sich also dem Umfang des Kreises beliebig 
weit nähern. Aehnliche Mittel der Annäherung bieten die 
folgenden drei Lehrsatze ($. 836 -> 839) für Inhalt oder 
Umfang des Kreises. 

Anm. 2. Durch Anwendung ähnlicher Sätze als 
$. 839 hat Archimedes (f 212 v. Chr.) zuerst berechnet, 
dass der Umfang eines Kreises weniger als das SV? fache 
und mehr als das S^Vfifache des Durchmessers beträgt. 
Peter Metius, Professor zu Praneker (1550 n. Chr.) oder 
nach dessen eigener Angabe sein Vater Adriaan Antho- 
nisse, Bürgermeister zu Alkmaar, fand den genaueren 
Werth ~, und Ludolph von Ceulen (1586 n. Chr.) be- 
rechnete den nach ihm gewöhnlich Ludolphsche Zahl ge- 
nannten und mit dem Buchstaben n bezeichneten Quotien- 
ten des Umfangs durch den Durchmesser auf 32 Decimal- 
stellen, er fand: 

7t = 3,14159265358079323846246338327950. 

In neuerer Zeit hat man durch die Analysis auf eine 
viel schnellere Weise n zu berechnen gelernt, und auf 
eine sehr grosso Anzahl Stellen wirklich berechnet; auch 
ist der Beweis geführt worden, dass es unmöglich ist, geo- 
metrisch, d. h. mit Cirkel und Lineal aus dem gegebenen 
Radius den Umfang zu construiren. 

§. 839. Aus der Erklärung der Zahl n ergiebt sich 
nun iür den Umfang P eines Kreises die Formel f = 2rn. 
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ttiid hieraus kann für d^n Inhalt K die Formel K = r^n 
abgeleitet werden« 

$. 840. Die L&nge (B) eines Bogens, in dem r ent- 
sprechenden Ldngenmaass ausgedrückt, ist, wenn 9 die 

Ansahl der ärade bezeichnet, welche er enthalt, B = -j^. 

§. 841« Der Flächeninhalt A eines Kreisausschnitts 
ist, wenn 9 die Anzahl der Grade seines Bogens ist, A 

T^ng > 

~ 360' 

$. 842. * Bei ähnlicher Bedeutung von 9 ist die 

Fläche S eines Kreisabschnittes S == J^^ ^ • 

S. 843. Folgendes sind einige Formeln für Seiten 
und Inhalte der regelmässigen Vielecke am Kreis: 

1) Seiten der 



3Eck 
6Eck 

12Eck 

24Eck 
4Eck 
8Eck 

16Eck 
5Eck 

lOEck 



eingeschriebenenFigur. 

r r» 






r 



T/2-F2 + V2' 



2 



amschriübenen Figur. 
2rF^ 
% r VS 

2r (2 — Fn 

2r[]/2TTT-(2+F3)J 

2r 

2r [FT- 1] 



2r[2]/l+F2:-(l+F2)] 
2r y 5 - 2 F 5" 

2r l/ s — 2 F"5" 
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6Eck 
12Eck 

24Eck 
4Eck 

8Eck 

16Eck 

5Eck 

lOEck 



Viertes üebangsstflek. 
2) Inhalt der 
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eingescliriebenenFignr. 
3r* 



1/2-?" 



6r» 
2r« 

2r»F2 



4r«l/2-F2 
%r» /l0 4-2F5' 
% r» /lO-2F5" 



umscliriebeneii Figur, 

3r2 FT 
12rH2-^F3') 

24r2[2 J/2+FR2+F3)] 

16r(2]/l+FRl+F2}] 
5r»I/5-2F5" 



4ie5 Uebung^sstück. 

a. Lehrsätze. 

$. 844. In einem Dreieck ist die dreifache Summe 
der Quadrate aller Seiten gleich der vierfachen Summe 
der Quadrate der Mittellinien. (Siehe $. 814.) 

§. 845. Verlängert man die Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks an beiden Endpunkten um sich selbst, 
und verbindet die so erhaltenen Punkte mit der Spitze des 
rechten Winkels, so ist die Summe der Quadrate dieser 
beiden Verbindungslinien gleich dem fünffachen Quadrate 
der Hypotenuse. (Siehe §. 814.) 

S. 846. Ist ABCD ein Quadrat, E der Durchschnitts- 
punkt der .Diagonalen und P ein beliebiger Punkt, so ist 
PA^ + PB* + PC^ + PD^ = 4PE2 + 4AE^ ($. 814.) 

Wie heisst dieser Satz in Worten fitr eine beliebige 
regelmässige Figur ausgesprochen? 
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S. 846a. Tlieilt ein Punkt D die Grundlinie AC eines 
Dreiecks ABC, so dass DC^snAD ist, dann findet die 

Relation statt BC + n-BA» = (n-|-l) BD^ + — f^r AC^ 

' n+ 1 

Beweis aus $. 813 herzuleiten. 

§. 847. Ist ABC ein Dreieck, S sein Schwerpunkt 
und P ein beliebiger Punkt, so ist: 
PA^ + PB» 4- PC* = 3PS* + SA^ + SB* + SC*. 

$. 848. Ist ABCD ein Viereck, S der Punkt, worin 
sich die Verbindungslinien der Hittelpunkte je zweier Ge- 
genseiten schneiden, und P ein beliebiger Funkt, so ist: 
PA* + Pß* + PC^ + PD* = 4PS* + SA* + SB* + SC* + SD*. 

Der Satz lässt sich auf ein Vieleck ausdehnen , wie 
lautet er da? 

S. 849. In einem Viereck geht die Linie, welche die 
Mitten der Diagonalen verbindet, durch den Durchschnitts- 
punkt der beiden Linien, welche die Mitten der Gegenseiten 
verbinden. ($. 80. 3 und $. 91.) 

$• 850. Die Summe der Quadrate der Diagonalen 
eines Vierecks ist doppelt so gross als die Summe der Qua- 
drate der beiden Linien, welche die Mittelpunkte je zweier 
Gegenseiten verbinden. ($. 815 Zusatz.) 

§. 851. Zieht man von einem beliebigen Punkt P, der 
auf dem Durchmesser AB eines Kreises liegt, Linien nach 
den Endpunkten einer dem Durchmesser parallelen Sehne 
CD, so ist PC* + PD* = PA* 4- PB*. 

Man wende $. 814 auf die Dreiecke PCD und MCD 
an, und subtrahire die erhaltenen Zeilen. 

§. 852. Fällt man von einem beliebigen Punkt P, der 
auf der Sehne CD eines Kreises liegt, ein Loth PQ auf 
einen Durchmesser AB desselben Kreises, so ist: 
PC.PD = QA QB — PQ*. 

(Man verlängere PQ auf beiden Seiten bis an den 
Kreis und wende §. 806 an.) 

$. 853. Ist in einem Kreisviereck eine der Diagonalen 
ein Durchmesser, so ist die Summe der Quadrate der vier 
Stücke, in welche sich die Diagonalen theilen, gleich dem 
Quadrat des Durchmessers, vermehrt um das Quadrat des 
Unterschiedes der beiden Stücke, in welche die andere 
Diagonale getheilt ist. ($. 806, §. 491 und S. 492.) 

§. 854. Zieht man in einem gleichschenkligen Dreieck 
ABC eine Linie AD von der Spitze nach der Grundlinie, 
so ist das Quadrat eines Schenkels gleich dem Quadrat 
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dieser Linie, vermehrt oder vermindert um das Rechteck 
aus den auf der Grundlinie gebildeten Abschnitten, je nach- 
dem AD innerhalb oder ausserhalb des Dreiecks liegt. 
AD' ± BD . CD = AB», ($. 494 tod 493), 

S. 855. Zieht man in einer Ecke A eines Dreiecks 
ABC eine Tangente an den umschriebenen Kreis, bis sie 
die Verlängerung der gegenüberliegenden Seite BC in D 
schneidet, so ist das Verhftltniss der hierdurch auf BC ge- 
bildeten Abschnitte gleich dem VerhSltniss der Quadrate 
der beiden andern Dreiecksseiten. DB : DC = AB^ : AC^ 
(§. 807 Zusatz.) 

$. 856. Zieht man in den Ecken eines Dreiecks ABC 
Tangenten an den umschriebenen Kreis, bis sie die Ver- 
längerung der gegenüberstehenden Seiten beziehlich in den 
Punkten D, £, F schneiden, so liegen diese drei Durch- 
schnittspunkte in gerader Linie. (§. 855 und 679.) 

§. 857. Hat man zwei Kreise, von denen einer den 
andern im Punkte A von innen berührt, und zieht man von 
einem beliebigen Punkt B im Umfange des äusseren Kreises 
eine Tangente BC an den inneren Kreis und eine Linie 
nach dem Berührungspunkt der beiden Kreise, so verhalten 
sich die Quadrate dieser Linien wie der Unterschied der 
Radien der beiden Kreise zum Radius dos grösseren Kreises. 

(BC^•BA* = ^~^:r.) (§ 807 Zusatz, §. 213.) 
(Aus dem arabischen Werk des Hassan ben Haithem 1009.) 

§. 858. Hat man zwei Kreise, von denen einer den 
andern in A von innen berührt und zieht man in dem 
Süsseren Kreis eine Sehne CD, die den inneren Kreis in 
B berührt, und von dem Berührungspunkt der Kreise nach 
den drei Punkten, C, B, D, so halbirt die mittlere dieser 
Linien den VTinkel zwischen den beiden äusseren. 
(S. CAB = ^ DAB.) (§• 807 Zusatz, $. 809.) 

§. 859. Ist ABCD ein Kreisviereck, so findet die Pro- 
portion statt: 

AC : BD = AB. AD + CB-CD : BABC + DA-DC. 

Ist E der Durchschniltspunkt der Diagonalen, so Iftast 
sich der Satz aus der Aehnlichkeit der Scheitel-Dreiecke 
herleiten. 

Einige Sätze von geometrischen Oertem. 

S« 860. Der Ort des Mittelpunktes aller Sehnen eines 
Kreises, die durch einen inneren festen Punkt, oder deren 
Verlftngerungen durch einen festen äusseren Prunkt gehen. 
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ist eine Kreislinie, deren Durchmesser die Verbindungslinie 
jenes festen Punktes mit dem Mittelpunkt ist. 

§. 860 a. Der Ort für den Mittelpunkt des eingeschrie- 
benen Kreises bei einem Dreiecke, dessen Grundlinie fest 
ist und dessen gegenüberliegender Winkel eine unverftnder- 
liche Grösse hat, besteht aus zwei congruenten Kreisbogen, 
die durch die Endpunkte der Grundlinie gehen. 

§. 860b. Der Ort eines Punktes, für welchen die an 
die Endpunkte zweier fester begrftnzler Geraden gezogenen 
Linienpaare gleiche Dreiecke jg^eben, ist eine gerade Linie, 
welche vom Schneidungspunkt jener nöthigenfalis verlftn- 
gerten Geraden ausgeht. 

S. 860c. Der Ort eines Punktes, für welchen die 
Summe oder Differenz seiner Abslfinde von zwei festen 
Geraden gleich einer gegebenen Grösse a ist, besteht aus 
den vier Verbindungslinien der Punkte jener Geraden, 
welche von der jedesmaligen andern Geraden den gegebenen 
Abstand a haben. 

§. 860 d. Der Ort für die Spitze eines Dreiecks, dessen 
Grundlinie fest ist und in welchem eine andere Seite zu 
der zu ihr gehörigen Höhe ein festes Verhftllniss hat, ist 
ein Kreis, der die Grundlinie in dem Endpunkt, an welchen 
diese andere Seite stösst, berührt. 

S. 861. Wird von einem festen Punkte P nach einer 
festen Geraden eine beliebige Linie PA gezogen, und auf 
dieser von P aus entweder immer nach derselben Seite zu 
als PA oder immer nach entgegengesetzter Seite, ein Stück 
PB abgeschnitten, so dass das Rechteck PB • PA einen con- 
stanten Inhalt hat, so ist der Ort des Punktes B ein Kreis, 
der durch P geht, und dessen Mittelpunkte in dem von P 
auf die feste Gerade gefällten Loth liegt. (Siehe §. 63.5.) 

$. 862. Wird von einem festen Punkt P nach dem Um- 
fang eines festen Kreises eine beliebige Linie PA gezogen 
und auf dieser, entweder immer nach derselben Seile als 
PA oder immer nach entgegengesetzter Seite, ein Stück 
PB abgeschnitten, so dass das Rechteck PAPB einen con- 
stanten Inhalt p^ hat, so ist der Ort des Punktes B ein 
Kreis, der mit dem festen Kreis P zum ftusseren oder in- 
neren Aehnlichkeitspunkt hat. 

Anl. Ist Ai der zweite Durchschnittspunkt von PA 
mit dem ersten Krei«, so istPA^PA^ gleich einer constanten 

Grösse q^ also ?A = ~-, und setzt man dies in die Re^ 
"^1 
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lalion PA PB = p^ ein, so ergiebt sich für PB:PAi ein 
constanter Werth, also §. 826. 

Was wird aus diesem Ort, wenn P im Umfang des 
festen Kreises liegt? 

S. 863. Wenn der Scheitel eines unveränderlichen 
Winkeis fest liegt, die Schenkel desselben begrenzt sind 
und ein gegebenes Yerhältniss haben, und wenn der End- 
punkt des einen Schenkels den Umfang einer beliebigen 
Figur durchlauft, so durchläuft der Endpunkt des andern 
Schenkels den Umfang einer ähnlichen Figur. 

$. 864. Wenn von zwei festen Punkten gleichläufige 
oder gegenläufige begrenzte Parallelen ausgehen, die ein 
gegebenes Yerhältniss haben, und der Endpunkt der einen 
den Umfang einer beliebigen Fi^r durchläuft, so durchläuft 
der Endpunkt der andern den Umfang einer ähnlichen Figur. 

S. 865. Wenn von zwei verschiedenen Punkten aus 
aswei begrenzte Linien gezogen werden, die ein gegebenes 
Yerhältniss haben und einen unveränderten Winkel bilden, 
und wenn der Endpunkt der einen dieser Linien den Um- 
fang einer beliebigen Figur durchläuft, so durchläuft der 
Endpunkt der andern den Umfang einer ähnlichen Figur. 

S. 866. Der Ort eines Punktes, von dem aus zwei 
gegebene ausser einander liegende feste Kreise unter glei- 
chem Gesichtswinkel erscheinen, ist der Kreis, welcher 
durch die beiden Aehnlichkeitspunkte als Endpunkte eines 
Durchmessers geht. (Auf §. 822 zurückzuführen.) 

S. 866 a. Der Ort eines Punktes von der Eigenschaft, 
dass die Summe der Quadrate seiner Abstände von zwei 
festen Punkten vermindert um die Summe der Quadrate 
seiner Abstände von zwei andern festen Punkten gleich 
einer gegebenen Grösse ist, ist eine construirbare gerade 
Linie. 

S. 867. Der Ort eines Punktes, dessen Abstände von 
einer beliebigen Anzahl fester Punkte eine gegebene Summe 
der Quadrate haben, ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt im 
Schwerpunkt jener festen Punkte liegt. (Siehe §. 848.) 

$. 868. Sind A, B zwei feste Punkte und m und n 
zwei beliebige Zahlen (oder auch Längen), so ist der Ort 
eines Punktes X , für welchen m • XA* + n • XB' oder 
m«XA^ — n*XB^ constant ist, ein Kreis, dessen Mittelpunkt 
im ersten Fall der innere, im zweiten Fall der äussere Punkt 
ist, der die Linie AB nach dem Yerhältniss m : n theilt. 
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Anl. Ist C ein noch unbestimmter Punkt auf AB und 
wendet man auf die Dreiecke ACX, BCX $. 813 an, so 
kann man immer C so bestimmen , dass in dem Ausdruck 
mXA*+nXB^ die Rechtecke sich beben. 

S. 869. Der Ort eines Punktes, fOr welchen die Tan- 
genten an zwei feste Kreise ein gegebenes Verhftitniss 
haben, ist ein Kreis. (Auf den vorigen Satz zu reduciren.) 

S. 869 a. Der Ort eines Punktes von der Eigenschaft, 
dass die Differenz der Quadrate der von ihm an zwei feste 
Kreise gezogenen Tangenten eine feste Grösse ist, ist ein 
Loth auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden 
Kreise. 

S. 869 b. Der Ort eines Punktes von der Eigenschaft, 
dass die Summe der Quadrate der von ihm an zwei feste 
Kreise gezogenen Tangenten constant ist, ist ein construir- 
barer Kreis. 

S. 869 c. Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises von 
der Eigenschaft, dass die von zwei festen Punkten an den 
Kreis gezogenen Tangenten einen gegebenen Unterschied 
der Quadrate haben, ist ein Loth auf der Verbindungslinie 
der festen Punkte. 

S. 869 d. Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, 
der zwei feste Kreislinien haibirt, ist ein Loth auf der Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte. 

S. 869 e. Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, der 
einen festen Kreis rechtwinklig und einen andern im Durch- 
messer schneidet, ist ein Loth auf der Verbindungslinie der 
Mittelpunkte. 

S. 869 f. Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, 
welcher einen gegebenen Kreis rechtwinklig schneidet und 
von einem zweiten festen Kreis im Durchmesser geschnitten 
wird, ist eine Kreislinie, deren Mittelpunkt die Mitte der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte der gegebenen Kreise ist. 

S. 869 g. Der Ort des Mittelpunktes eines Kreises, 
der einen gegebenen Kreis im Durchmesser schneidet und 
von einem zweiten festen Kreis im Durchmesser geschnitten 
wird, ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt die Mitte der Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte der festen Kreise ist. 
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Von den Kreisen, die sich in und um ein Dreieck 
beschreiben lassen. 

S. 870. Das Stück anf einer Seite eines Dreiecks und 
deron VerlAngernng von einer Ecke bis zum Berührungs* 
pimkt des äusseren Berührungskreises, der jenseits der der 
Ecke gegenüberliegenden Dreieckseite liegt, ist gleich dem 
halben Umfang des Dreiecks. (§. 111.) 

S. 871. Das Stück auf einer Seite eines Dreiecks von 
einer Ecke bis zum Berührungspunkt des eingeschriebenen 
Kreises ist gleich dem halben Umfang des Dreiecks, ver- 
mindert um die der Ecke gegenüberliegende Dreiecksseite. 

($. IH.) 

Zusatz. Hieraus folgt, dass die Entfernung vom Be- 
rührungspunkt des innern Kreises, z. B. auf AB bis zum 
Berührungspunkt des äusseren Kreises auf der verlängerten 
AB gleich der Seite a ist. Ebenso ist auf derselben Seite 
die Entfernung der Berührungspunkte der mit q^ und q^ 
beschriebenen Kreiso gleich a. 

S. 872. Construirt man in einem Dreieck ABC den 
eingeschriebenen Kreis und einen der äusseren Berührungs- 
kreise, etwa den über der Seite BC, so liegt auf dieser 
Seite der Berührungspunkt des ersten Kreises von einer 
Ecke B ebenso weit entfernt, als der Berührungspunkt des 
letzteren von der andern Ecke C. Das Stück zwischen 
den beiden auf BC liegenden Berührungspunkten ist gleich 
b — c. (S. 111 und die beiden vor. SSO 

S. 873. In einem rechtwinkligen Dreieck finden zwi- 
schen den Radien ^, ^i, ^2, ^3 der Berührungskreise und 
den Seiten folgende Beziehungen Statt: 

3) ,,= 11?^:^«; 4)«. = !Lty:i. „ad dso 

5) ^3 s=r ^ 4. ^1 -{- Qi, (Folgt unmittelb. aus den 

vorigen Sätzen.) 

$. 874. Der um ein Dreieck beschriebene Kreis geht 

durch die Hittelpunkte der sechs Geraden, welche die 

Hittelpunkte der vier berührenden Kreise unter einander 

verbinden. 

Bew. auf S. 675 zu stützen, oder direkt auf folgende 
Weise: Sind H, M], H3, M3 die vier Hittelpunkte der ein- 
geschriebenen Kreise, so kann man leicht zeigen, dass 

11 
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z. B. M Ml der Durchmesser eines auch durch B und C 
gehenden Kreises ist und dann, dass dessen Mittelpunkt auf 
dem um ABC beschriebenen Kreise liegen muss. 

Zusatz. Durch die vier Punkte B, (!, H, Mi geht 
also immer ein Kreis, dessen Mittelpunkt d«r DurchschnilCs- 
punkt der Halbirnngslinie des Winkeis A mit dem um ABC 
beschriebenen Kreis ist. 

§. 875. Bezeichnet A den Inhalt eines Dreiecks, s 
seinen halben Umfang, so ist: 

4) ^3 =3 ; und darum, wenn die Formel 

S *"*" c 



A = Fs • (s — a) (8 -— b) (s — c) als bekannt vorausgesetzt 
wird ; 

Q Qi 9% Qs 

A n m. Bezeichnet man s — a, s — b, s — c beziehlich 
durch Si, Sj, Sj, so ist 1) ^s=ei s,=p2 Sa = ^3 S3 = A 
und 2) e-€ift ?3 = ssiSj-S3. 

$. 876. Auf jeder Halbirungslinie eines Innen- oder 
Aussenwinkels bei einem Dreieck sind die Eclce, der Durch- 
schnittspunkt mit der gegenüberstehenden Seite und die 
beiden Mittelpunkte berührender Kreise, die darauf liegen, 
harmonische Punkte. ($. 808.) 

$. 877. Die Summe der Radien der drei äusseren 
Berührungskreise in einem Dreieck ist gleich dem Radius 
des eingeschriebenen Kreises, vermehrt um den doppelten 
Durchmesser des umschriebenen: ßi + ^i + ^3 = ^ + ^r. 

Seien M, M|, M2, M3 die Mittelpunkte der vier Berüh- 
rungskreise, MG, MiH, M^J, M3K die von ihnen auf AC ge- 
fällten Lothe^ DEF der auf AC in E senkrecht stehende Durch- 
messer des umschriebenen Kreises, so ist unter Anwen- 

düng von $. 874 DEc=,M+M „nd FE = ?*ii^^, 

woraus durch Addition die Thosis folgt. 

$. 878. Die Summe der Produkte aus je zwei Radien 
der vier Berührungskreise in einem Dreieck ist gleich der 
Summe der Produkte von je zwei Seiten des Dreiecks. 
Wi + Wi + Wa + PiPi + fifo + ^2^3 = ab + ac + bc. 

Unter Beibehaltung obiger Bezeichnung ist ACMG 
c^ ACM2J und ACM3K CO ACMiH. Aus den sich hieraus 
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ergebenden Kalheten-Proportionen kann unter Zuhfilfenahme 
von S. 870 und 871 gezeigt werden: qq^ +QtQi^=^^<^» 

S. 679. Der reciproke Werth des Radius des ein- 
geschriebenen Kreises in einem Dreieck ist gleich der 
Summe der reciproken Werthe der drei Höhen. 

— s= --- -L -- -f -— auch hat man 
Q h hl h, 

1 111 

— = — -r- + "T- + T" u. s. f. (aus den Formeln 
dl Ä «1 «2 

von $• 875 leicht zu erhalten). 

§. 880. Die Summe der drei oberen Abschnitte der 
Hdhenperpendikel in einem Dreieck ist gleich der Summe 
der Durchmesser des eingeschriebenen und umschriebenen 
Kreises. 

Ist ausser den in §. 877 angegebenen Bezeichnungen 
noch der Höhenpunkt, N der Mittelpunkt des umschrie- 
benen Kreises y so ist leicht zu zeigen, dass B0 = 2NE 
==:2D£ ~ 2FE (s. § 545 a); setzt man hierin für DE und 
FE ihre Werthe aus § 877, so erhält man durch Addition 
der drei Werthe von BO, CO, AO leicht die Thesis. 

§. 881. Unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen ist 
der Radius des dem Dreieck Mi, M,, M3 umschriebenen 
Kreises gleich 2r, und der Mittelpunkt V dieses Kreises liegt 
in der verlängerten MN, so dass MN = NV ist. 

Man beweise, das YD gleich und parallel FM ist, 
woraus die Thesis leicht folgt. 

$• 882. * Bei einem Dreieck ist der Inhalt des von 
den Mittelpunkten der drei äusseren Beröhrungskreise ge-^ 
bildeten Dreiecks gleich dem Rechteck aus dem Umfang des 
Dreiecks und dem Radius des umschriebenen Kreises. 

Ist noch M3L das von M, auf BC gefällte Loth, so 
kann man zeigen, dass ABMjL co DVMi, also BM^zMiY 
s=:BL:MiD ist, woraus die Thesis zu folgern ist. 

S. 883. Zieht man in einem Dreieck ABC eine Linie 
von einer Ecke B durch den Mittelpunkt M des eingeschrie- 
benen Kreises, bis sie den Umfang des umschriebenen 
Kreises in F trilR, so ist das Rechteck der auf dieser Sehne 
durch den Punkt M gebildeten Abschnitte gleich dem dop- 
pelten Rechteck aus den Radien des eingeschriebenen und 
umschriebenen Kreises. (MB • MF = 2r^.) 

Es ist nach S. 824 FM =: FA, also FM>=r FEFD; föllt 
man nun noch das Loth MP auf FD, so giebt S 635 einen 

11* 
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Werlh für F1[*FB, aas welchem durch Subtraclion des obi- 
gen Wertbes von PM^ sich die Thesis ergiebt. 

§. 884. Ebenso hat man, wenn anf derselben Linie Mj 
den Mittelpunkt des Süsseren Berührungfskreises bedeutet 
HaB*M2F=3 2r^2, (Ganz ähnlich als der vorige Satz zu 
beweisen.) 

$. 885. Der Abstand (d) zwischen den Mittelpunkten 
des eingeschriebenen und umschriebenen Kreises ist die 
mittlere Proportionale zwischen dem Radius des umschrie- 
benen Kreises und seinem Ueberschuss über den Durch- 
messer des eingeschriebenen Kreises 
r — 2^ : d = d ; r. 

Bew. Durch Anwendung Ton $. 813 auf das AFMN 
und Substitution des oben erhaltenen Werthes von FH^ zu 
erhalten. 

$. 886. Ebenrio ist, wenn d^ den Abstand des Mittel- 
punktes des umschriebenen Kreises von dem des über AC 
beschriebenen äussern Berührungskreises bedeutet: 
r + 2(?a : d, = d, : r. 

Ebenso als der vorige Satz durch Anwendung von 
S. 813 auf AMjFN zu beweisen. 

Von harmonischen Punkten und Strahlen. 

S. 887. Er kl Wenn vier in gerader Linie liegende 
Punkte a, c, b, d harmonische Punkte genannt werden, ist 
oben §. 616 erklärt worden; wir haben hier zu obiger Er- 
.klärung hinzuzufügen, dass, wenn von einem beliebigen 
Punkt Linien durch vier harmonische Punkte gezogen wer- 
den, vier solche Linien harmonische Strahlen heissen. 

Hat man vier harmonische Punkte a, c, h, d und nennt 
m die Mitte zwischen zwei zugeordneten derselben a und b, 
so finden folgende Beziehungen zwischen ihren Abständen 
Statt: 

$. 887a. A = ± + J-. 
ab ac ad 
$. 887b. mc : mb = mb : md. 
§. 887 c. mc : mb = bc : bd. 
§. 888. abcd=a2 ac-bd. 
§. 889. ab^ + cd« = (ac + bd)l 

S. 890. l.-i-=*A. i--r^ = 4- 
bc ac cd' bc bd ab 
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«•««*• Fc = ^ + ^ + Fd- 

§ 892. mc : md = bc^* bdl 

§. 893. ao*bc=inc-cd; adbd=ind-cd. [Lemma H. 
Pappi in üb. I. Conic App.] 

Anm. Bei den Beweisen dieser Sätze, so wie aller 
ftbnlicher ist die allgemeine Regel, dass man bei der Vor- 
aussetzung ac : bc = ad : bd anfänjft und die Stücke dersel- 
ben durch die Stücke der Thesis ausdrückt, dann ist in der 
Regel nur noch eine leichte Umformung nöthig, u<n die 
Thesis zu erhalten; bisweilen^ wie z. B. bei $. 889, drückt 
man die auf der einen Seite der Thesis stehenden Stücke 
durch die der andern Seite und yielleicht noch ein Hülfs- 
stück aus, so dass dieselbe sich dann unter Anwendung der 
Hypothesis in die andere Seite verwandelt. 

S. 894. Hat man vier harmonische Punkte a, c, b, d 
und Ton einem Punkt P danach gezogen vier harmonische 
Strahlen und zieht man durch einen der Punkte (c) eine 
Parallele mit dem nach dem zugeordneten Punkte (d) ge- 
henden Strahl Pd, so liegt auf dieser Parallele c in der 
Mitte zwischen den Durchschnittspunkten mit den beiden 
andern Strahlen Pa und Pb. (S. 602.) 

S. 895. (Umgekehrt.) In jedem l'reieck sind zwei 
Seiten, die Ton ihrem Schneidungspunkt ausgehende Mittel- 
linie und eine durch denselben Punkt gezogene Parallele 
mit der dritten Seite vier harmonische Strahlen. ($. 602,) 

S. 896. Vier harmonische Strahlen bilden auf jeder 
sie durchschneidenden Geraden vier harmonische Punkte. 
(S. 602 Zusatz 4. $. 894 und 895.9 

S 897. Stehen Ton vier harmonischen Strahlen zwei 
zugeordnete senkrecht auf einander, so bildet einer dieser 
Strahlen mit den beiden übrigen gleiche Winkel. ($. 894.) 

S. 898. Nennt man vier beliebige sich durchschnei- 
dende Gerade, von denen nicht drei durch einen Punkt 
gehen, ein vollständiges Vierseit und die drei Verbindungs- 
linien der gegenüberliegenden Durchschnittspunkte der- 
selben die Diagonalen dieses Vierseits, so finden die Sätze 
Statt: 

1) Jede Diagonale eines vollständigen Vierseits wird 
durch die beiden andern harmonisch getheilt. 
(§. 680.) 

2) Die Mitten der drei Diagonalen eines vollständigen 
Vierseits liegen in gerader Linie. 
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UnteiP den vielen Beweisen dieses wichtigen Satzes 
deuten wir folgenden an. SeiABCD ein einfaches Viereck, 
dessen Gegenseiten AB und CD sich in E, BC und AD 
sich in F schneiden, und seien G und H die Mitten von AC 
und BD, man ziehe EG, EH, und verlängere sie um sich 
selbst bis zu K und L, ziehe AK, DL, die sich in J treffen. 
Nun wende man §. 677 auf AAED und die Transversale 
BP an, ersetze dann die auf Afi und ED liegenden Stücke 
durch die gleichen auf DJ und AJ liegenden, und wende 
S. 679 auf AAJD und die Punkte K, L, F an, so ist die 
Tbesis dann aus §. 602 leicht zu folgern. 

$. 899. Zieht man von einem festen Funkt durch die 
Schenkel eines festen Winkels zwei beliebige Gerade, so 
liegt der Durchschnittspunkt der Diagonalen des so ent« 
standencn Tierecks in dem vierten harmonischen Strahl, der 
sich zu den Schenkeln des festen Winkels und der Verbin- 
dungslinie des festen Punktes mit der Spitze dieses Winkels 
finden lässt. (§. 680.) 

Anm. Man unterscheide die Fftlle, wenn der feste 
Punkt ausserhalb des gegebenen Winkels und wenn er 
innerhalb liegt. 

S. 900. Sind a, c, b, d vier harmonische Strahlen, 
die von P ausgehen, ai, b^, Cj, d^ vier andere von einem 
andern Punkt ausgehende, und fallen 2 entsprechende 
Strahlen a und ai mit einander und also mit ?Q zusammen, 
so liegen die drei Durchschnittspunkte der andern ent* 
sprechenden Paare, nftmlich von b und b^, c nnd Ci, d und d^ 
in gerader Linie, (indirect.) 



Tom unharmonischen Terhältaiss nnd der Involatipn. 

$. 900a. ErkL Sind a, b, c, d vier Punkte in ge- 
ac bc 
rader Linie, so ist -r • rr = ^ ^as unharmonische VerhSlt- 
' ad bd 

niss oder die unharmonische Function derselben, das man 
der Kfirze wegen mit (abcd) bezeichnen kann. Der Werlh 
dieses Terhftltnisses kann positiv oder negativ sein, was 
nach den allgemeinen Zeichenregeln bestimmt werden kann, 
indem man die nach einer Richtung liegenden Strecken als 
positiv, die nach der entgegengesetzten gerichteten als 
negativ betrachtet. Auf gleiche Weise heisst, wenn A, 
B, C, D vier von einem Punkt ausgehende Geraden sind 
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gitt (AC) sin (BC) ,. . • i. » »• j 

-: — TTT^' - — ^tTi^^ "^ö unharmomscne Function der vier 

sm (AD) sm (BD) 

Geraden, welche wir einen Strablenbttschel nennen. 

S. 900b. Attfg. Wenn drei Punkte a, b, c und A 
gegeben sind, den vierten Punkt d zu construiren. (Ins- 
besondere auch für die Werthe ^ = 0, X^eo; As=l; 
As=s — 1, in welchem letzten Falle die vier Punkte a, b, c, d 
harmonische Punkte sind.) 

$ 900c. Lehrs. Zwischen vier beliebigen , in ge- 
rader Linie liegenden Punkten a, b, c, d findet unter Be- 
rücksichtigung der Zeichen stets die Gleichung statt: ab cd 
+ ac'db + ad»bc = 0. 

§. 900 d. Lehrs. Dieselben vier Punkte lassen 24 
verschiedene Aufstellungen des unharmonischen Verhftlt- 
nisses zu, von denen jedoch nur sechs dem Werthe nach 
von einander verschieden sind, denn es ist beispielsweise 
(abcd)s:(badc)ss(cdab)=(dcba); auch unter diesen sechs 
sind drei die umgekehrten Werthe der drei andern und 
es bleiben sonach folgende drei Hauptformen, deren Werthe 
auf die angegebene Art unter sich zusammenhängen, 

t ?£-J^ 1 2 —'— 1 Q 5*.;^ X— i 

'ad'bd * ' ab'cb l — A' 'ac'dc X 

Anm. Aus diesen Werthen ergiebt sich, dass, welches 
auch die Lage der vier Punkte ist, so sind zwei der an- 
gegebenen Hauptformen des unharmonischen Verhältnisses 
stets positiv, der dritte negativ. 

S. 900 e* Lehrs. Wird ein Strahlenbüscbel von 
zwei Geraden in den Punkten a, b, c, d und ai, bi, C|, d| 
geschnitten, so ist das unharmonische Verhältniss der vier 
Punkte a, b, c, d gleich dem der vier Punkte a|, bj, C|, d|. 

Anm. Um diesen wichtigen Satz zu beweisen, kann 
man entweder zeigen, dass das unharmonische Verhältniss 
des Büschels gleich dem der vier Punkte auf jeder belie- 
bigen schneidenden Geraden ist, woraus dann obiger Satz 
sogleich folgt; oder man kann, indem man von a eine Pa- 
rallele mit a, b, c, d legt, die bbi, ccj, dd^ beziehlich in 
bj, C2, d, trifft, zuerst zeigen, dass (ai bj Ci dj) = (a b^ C] d^) 
und dann unter Anwendung von §. 677 auf das Dreieck 
a b b) und die Transversalen Occj, Odd], dass auch 
(a b, Cs d|) = (abcd). 

S. 900 f. Lehrs. Umgekehrt sind auf zwei Geraden 
je vier Punkte a, b, c, d und ai, b|, C|, di vorhanden, so 
dass (abcd) = (a| b| C| dj ist und aai, bb^, cc^ sich in 
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einem Punkt schneiden, so gebt 9ach ddi dnrcli denselben 
Punkt 0. 

Zusatz. Insbesondere schneiden sich, wenn im Durch- 
Schnittspunkt der Geraden zwei entsprechende Punkte a, Si 
vereinigt sind, die drei Verbindungslinien bb|, cci, dd| stets 
in einem Punkt. 

§. 900 g. Er kl. Sechs in gerader Linie Hegende 
Punkte a, aj, b, b^, c, c^ bilden Involution, wenn auf der- 
selben Geraden sich ein Punkt finden lisst, für welchen 
Oa * Oai =3= Ob • Ob^ => Oc • Oc, ist (natürlich unter Berück- 
sichtigung der Zeichen). heisst der Centralpunkt der 
Involution. 

Anm. Legt man durch die Punkte a und ai einen 
Kreis und ebenso durch b und bi, welche Kreise sich in 
P und schneiden, so trifft ?Q die Gerade ab in einem 
Punkt 0, für welchen OaOai =3 0b0b| ist. 

§. 900h. Lohrs. Bilden sechs Punkte a, ai, b, bi, 
c, Ci Involution, so finden folgende sieben Gleichungen 
zwischen ihren Abständen statt. 

1) ab|'cai-bci = bafaci«cbi. 

2) ba cai • bjCi = aibj • aci • cb. 

3) abi • a^Cj • cb = ba^ • ca • biCi. 

4) ba • cbj • aiCi = aibi • bci • ca. 
ab-abj aib-a^bi 



5) 
6) 



ac*aci aiC*aiCi 

bc'bci bjC-biCi 

ba • bai b^a • bjai 



y^ ca^'Cai c^a'Ciai 

cbcbi*"* C|b*Cib|* 
Anl. Die Zeilen 1 — 4 werden erhalten, wenn man 
aus der Definitionsgleichung drei Proportionen und daraus 
durch Subtraction oder Addition drei neue Proportionen 
bildet, welche in je zwei Gliedern den Punkt nicht ent- 
halten, und dann endlich diese dergestalt zusammensetzt, 
dass die Glieder mit sich heben. Die Zeile (5) ist gleich 
(2) X (3); die Zeile (6) gleich (1) : (2); die Zeile (7) gleich 

(2): (4). 

§. 900 i. Umgekehrt findet eine der 7 Gleichungen 
des vorigen Paragraphen zwischen den Abständen von sechs 
in gerader Linie liegenden Punkten statt, so bilden die 
sechs Punkte Involution. 

Anm. 1. Die Gleichungen (5), (6), (7) lassen sich 
auch folgendermaassen ausdrücken: Wenn sechs Punkte 
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a, 8], b, bi, c, C| Involution bilden, so ist das anharmo- 
nische Verhttitniss ron irgend welchen vier aus den drei 
Paaren ausgewählten Punkten gleich dem von vier Punkten, 
unter welchen sich die beiden vorher ausgewählten, welche 
ein Paar bilden und die beiden nicht ausgewählten befinden, 
also (aai bc) = (aja biCj); (ab biC) = (aibi bcO; (abc cO 
==(aibiCic). Chasles benutzt diese Gleichung zur Erklä- 
rung der Involution; wir haben der einfacheren Ableitung 
willen obigen Weg eingeschlagen und es hindert ja nichts, 
nachdem die 7 Gleichungen abgeleitet und die Umkehrungen 
direct oder indirect bewiesen sind, die Gleichung des an- 
harmonischen Verhältnisses als Erklärung der Involution 
anzusehen. 

Anm. 2. Man unterscheidet zwei verschiedene Fälle 
in Betreff der Läge der Punkte aai bb^, welche die Invo- 
lution auf einer Geraden bestimmen, nämlich den Fall, in 
welchem die Strecken aat und bb^ zum Theil übereinander- 
greifen und den Fall, in dem sie entweder ganz getrennt 
oder die eine ganz auf der andern liegen; bei der ersten 
Art von Involution, die wir der Kürze halber gleichläufig 
nennen, liegt der Punkt nicht zwischen zwei zugeord- 
neten Punkten, also ist der Werth Oa*Oai positiv; im andern 
Fall, den wir ungleichläufige Involution nennen, liegt 
zwischen a und a^, also ist Oa-Oai negativ. 

$. 900 k. Werden von einem Punkt durch sechs in 
Involution befindliche Punkte Strahlen gezogen, so schnei- 
den diese jede andere Gerade gleichfalls in sechs Punkten, 
dio Involution bilden. Sechs solche Strahlen heissen daher 
ein Involutionsbüschel und es finden zwischen den Sinus 
der Winkel, die sie bilden, 7 ähnliche Gleichu gen statt, 
als bei Involutionspunkten. 

§. 9001 Sind vier Punkte a, at, b, b| gegeben, so 
giebt es stets zwei Punkte e und f, welche sowohl zu a 
und ai, als zu b und bj zugeordnete harmonische Punkte 
sind; bei gleichläufiger Involution sind in e sowohl als in f 
ein Paar einander entsprechender Involutionspunkte vereinigt; 
und es sind also a, a|, b, bt, e, e und a, ai, b, bi, f, f in 
Involution; bei ungleichläufiger Lage sind a, ai, b, bi, e, f 
in Involution. 

Anm. Man bilde die obigen 7 Gleichungen für die 
Punkte a, a^, b, bi, e, e, welchen Fall man die Involution 
von 5 Punkten nennt. 
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S» 90000. Die Schenkel dreier rediten Winkel, welche 
einen gemeinsamen Scheitelpunkt haben, bilden einen Invo- 
lutionsMschel. 

S. 900 n. Nennt man vollständiges Viereck die sechs 
Geraden, welche 4 beliebige Punkte yerbinden, so bilden 
die 6 Punkte, in denen eine beliebige Gerade die sechs 
Seiten eines Tollstftndigen Vierecks, also in gewöhnlichem 
Sinne die zwei Paar Gegenseiten und die Diagonalen eines 
einfachen Vierecks schneidet, Involution. 

$. 900o. Die sechs Gerade s welche von einem be- 
liebigen Punkt nach den sechs Durchschnittspunkten von 
vier beliebigen Geraden (den sechs Ecken eines vollstän- 
digen Vierseits) gezogen werden, bilden einen Involutions- 
bflschel. 

§. 900 p. Die sech« Durchschnittspunkte einer Geraden 
mit den zwei Paar Gegenseiten eines Kreisvierecks und der 
Peripherie des Kreises bilden Involution. 

§. 900 q. Sind a, ai, bb|, cc^ in Involution, a, /?, y 
die Mitten der Strecken aa^, bb|, CC| und m ein beliebiger 
Punkt der Geraden, so ist unter Berücksichtijgung der Zei- 
chen: ma^mai*/}/ + mb-mbi-a/ -f mc*niC| a/f==0. 

Der Beweis dieses Satzes wird am leichtesten geführt, 
wenn man zeigt, dass die linke Seite der Gleichung, auch 
wenn keine Involution stattfindet, fttr jede Lage von m 
einen constanten Werth behält, wozu die Zeilen /}/ + ya 
+ a/J = und ma /}/ + m/}/a -f myajS = benutzt wer- 
den können, und dann bei der Involution fttr m den Central- 
funkt annimmt. 

Von Fol und Polare am Kreis. 

S. 901. Erklärung. Zieht man von einem in der 
Eben«) eines Kreises gegebenen Punkt P aus durch den 
Mittelpunkt des Kreises eine Linie, die den Kreis in A und 
B trifft, sucht zu A, B, P den, letzterem zugeordneten, har- 
monischen Punkt und errichtet in Q ein Loth auf AB, 
so heisst dieses Loth die Polare des Punktes P, und der 
Punkt P der Pol für dieses Loth. 

§. 902. Zieht man von einem Punkt P aussei halb eines 
Kreises Tangenten an denselben, so ist die Linie, welche 
die BerOhrungspunkte derselben verbindet, diQ Polare des 
Punktes P. (Durch Umkehrung von $. 887 b leicht zu zeigen.) 
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S. 903. Zieht man von einem Punkt P eine Linie 
durch einen Krcii, die den Kreis in zwei Punkten C und D 
und die Polare von P in R schneidet, so sind die vier Punkte 
P, C, Ry D harmonische Punkte. 

' Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von 901 ist aus 
§. 897 leicht zu zeigen, dass CA und DA beziehlich die 
Winkel PCQ, PDQ halbiren, darauf durch 808 und 809, dass 
?Q den Winkel CQD oder seinen Nebenwinkel, also das 
'Loth OR den andern dieser beiden Winkel hatbirt, worauf 
aus §. 808 die Thesis folgt 

§. 904. Zieht man von einem ausserh^ilb eines Kreises 
gegebenen Punkte P zwei Sekanten, deren eine den Kreis 
in A und B, deren andere ihn in C und D schneidet, so 
liegen in dorn so erhaltenen Kreisviereck ACDB sowohl der 
Durchschnittspunkt der Ditgonalen als der Durchschnitts- 
punkt der noch nicht verlängerten Gegenseiten AC und BD 
auf der Polare des Punktes P. (§. 680, 903.) 

§. 905. Zieht man durch einen innerhalb eines Kreises 
gegebenen Punkt P zwei Sehnen, deren eine AB, deren 
andere CD heilst, so liegen in dem so erhaltenen Kreis« 
Viereck ACDB die beiden Durchschnittspunkte der Gegen- 
seiten AC und BD, AD und BC, in der Polare des Punktes P. 
(S. 680, §. 896, §. 903.) 

S. 906. Liegen mehrere Punkte in einer Geraden, so 
schneiden sich ihre Polaren sämmtlich in einem Punkt, nSm- 
iich dem Pol der Geraden, worin die Punkte liegen; und 
umgekehrt, gehen mehrere Geranie durch einen Punkt, so 
liegen ihre Pole in gerader Linie , nämlich in der Polare 
jenes Punktes. ($. 903.) 

§. 907. Zieht man durch einen Punkt innerhalb oder 
ausserhalb eines Kreises mehrere Linien , die den Kreis 
Sfrhneiden, und für jede solche Linie die Tangenten in den 
Schneidungspunkten, so liegen die Durchschnitt^punkle aller 
dieser Tangentenpaare in einer geraden Linie, nämlich in 
der Polare des erst erwähnten Punktes. (§. 902, 903.) 

§ 908. Hat man einen Durchmesser AB eines Kreises 
und zieht von einem beliebigen Punkt C im Umfang Linien 
nach zwei anderen Punkten D und E des Umfangs, die um 
gleiche Bogen von dem einen Endpunkt A des Durchmessers 
entfernt sind, so theilen diese Linien den Durchmesser har- 
monisch. (S. 808 Zus. 2.): 
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Von einigen Eigenschaften der einem Kreis eingescluiebenen 
nnd umschriebenen Figuren. 

§. 909. Nimmt man im Umfang eines Kreises vier 
Punkte A, B, C, D an, und zieht sowohl das in d'esen vier 
Punkten eingeschriebene Viereck ABCD, aU das umschrie- 
bene EFGH (die Tangenten A und B schneiden sich in E, 
die in B und C in F etc.), so finden folgende Eigenschaften 
Statt: 

1) die vier Durchschnittspunkte der Gegenseitcnpaaro in 
beiden Vierecken, also die von AB und CD, BC und 
AD, EF und GH, FG und EB, liegen in gerader Linie 
und sind vier harmonische Punkte. 

2) Jede der beiden Diagonalen des umschriebeneu Vier- 
ecks trifft sowohl den Durchschnittspunkt der Diago- 
nalen des eingeschriebenen als einen der Punkte, worin 
sich die Gegenseitenpaare dieses letzteren schneiden. 

Beide Sätze sind durch wiederholte Anwendung der 
Sfttze von Pol und Polare zu erweisen. 

S. 910. In jedem einem Kreis eingeschriebenen Sechs- 
eck ABCDEF liegen die drei Durchschnittspunkte P, 0» R 
der verlängerten ersten und vierten, zweiten und fünften, 
dritten und sechsten Seite, also der Seiten AB und DE, 
BC und i£F, CD und FA, in gerader Linie« 

AnL Man verlängere die Seiten AF, BC, DE, bis sie 
sich beziehlich in G, H, J schneiden, wende $. 677 auf das 
Dreieck GHJ dreimal, nämlich für die Transversalen PBA, 
QEF, RDC an, stelle die erhaltenen Zeilen so, dass, wenn 
man sie multiplicirt, mit Helfe von 807 sich sechs von den 
neun auf jeder Seite stehenden Stücken wegheben, dann 
folgt die Thesis aus $. 679. 

Anm. 1. Man kann hieraus leicht Sätze über das einem 
Kreise eingeschriebene Fünfeck, Viereck (siehe $. 909), 
Dreieck (siehe $. 856) ableiten, wenn man entweder swei 
Ecken, oder zwei Paare Ecken oder drei Paare Ecken sich 
nähern und zusammenfallen lässt, und berücksichtigt, dass 
die Verbindungslinie zweier in dieser Art zusammenfallender 
Punkte die Tangente ist. 

Anm. 2 Dieser Satz, der auch für Sechsecke, die einem 
Kegelschnitt eingeschrieben sind, eilt, rührt Yon Pascal (f 1663) 
her, der deshalb ein einem Kegelschnitt eingeschriebenes Sechseck 
„Hezagrammum mysticnm" nennt. 

$.911* In jedem einem Kreis umschriebenen Sechs xk 
ABCDEF gehen die drei Diagonalen, welche die erste und 



Digitized by 



Google 



VieHes UebangsaittclE. 173 

yierte, iweile und fftnfte, driUe und sechste Bcke verbinden, 
slsQ AD, BE| CP, durch einen Punkt* (Satz des Brianchon.) 

Anl. Zieht man jn den Berührungspunkten des ein- 
geschriebenen Sachseck y so kann man den Satat auf den 
vorigen zurückführen, indem man zeigt, dass die Pole der 
drei Diagonalen dieses Satzes die drei Punkte sind^ welche 
nach dem vorigen Satz in gerader Linie liegen, worauf 
nach §. 906 die Thesis folgt. 

Anm. Man kann hieraus leicht Sitze für das um- 
schriebene Fünfeck, Viereck (siehe S. 909), Dreieck (der 
leicht aus $. 679 folgt) ableiten, wenn man zwei Seiten, 
oder zwei Paare von Seiten oder drei Taard von Seiten sich 
nähern und zusammenfallen Idsst, und berücksichtigt, dass 
der Durchschnittspunkt zweier zusammenfallender Tangenten 
der Berührungspunkt der Tangente ist, in der sie zusammen- 
fallen. 



Von der Linie der gleichen Potenzen und den Polaren 
der Aehnlichkeitspunkte. 

S. 912. Er kl. Potenz eines Punktes P in Bezug auf 
einen gegebenen Kreis ist der Flftcheninhalt des constanten 
Rechtecks (PAPB), das sich auf jeder durch P gezogenen 
und den Kreis inA und B schneidenden Linie bilden Ifisst, 
und zwar soll dieser Inhalt positiv gerechnet werden, wenn 
der Punkt P ausserhalb des Kreises liegt, und also PA und 
PB gleiche Richtung haben, negativ, wenn P innerhalb des 
Kreises liegt. Für einen äusseren Punkt ist daher die Po- 
tenz gleich dem Quadrat der von dem Punkt an den Kreis 
gezogenen Tangente; für einen innern Punkt gleich dem 
negativen Quadrat der halben kleinsten Sehne, die sich 
durch den Punkt ziehen lässt. 

S. 913. Der geometrische Ort eines Punktes, der in 
Bezug auf zwei feste Kreise gleiche Potenzen hat, ist ein 
Loth auf der Centrale der beiden Kreise. (Auf $. 825 zu- 
rückzuführen.) 

Anm. 1. Dieses Loth heisst „Linie der gleichen Po- 
tenzen^ für die beiden Kreise, oder auch Ohordale. 

Anm. 2. Welches ist die Linie der gleichen Potenzen 
bei zwei sich schneidenden, oder bei zwei sich berührenden 
Kreisen? 

Anm. 3. Bei zwei sich nicht schneidendQnt Kreisen 
findet man einen Punkt der Potenzlinie, wenn' man die 
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Sehnen, welche ein beliebiger driller schneidender Ktei« 
in den gegebenen Kreisen giebl, bis zn ihrem Dinrchsehnhli-* 
ponkl vertingerl. Wenmi? 

Aüm. 4. Der Mittelpunkt eines Kreises, welcher 2wei 
mkier^ Kreise rechtwinklig schneidet, liegt auf der Chor* 
dele, und zwar wenn die Kreise sich sehneiden, in dem 
Theile desselben, welcher ausserhalb der beiden Kreise 
liegt. Jeder Punkt des innerhalb der Kreise befindlichen 
Theils der Chordale ist Mittelpunkt eines Kreises, d^ von 
den beiden gegebenen im Durchmesser geschnitten wird,. 

S* 914. Sind drei Kreise gegeben, so schneiden sich 
die drei Linien der gleichen Potenzen je zweier in einem 
und demselben Punkt. 

Zusatz 1. Werden Tiele Kreise, die alle eine ge- 
meinschaftliche Linie der gleichen Potenzen haben (also ins- 
besondere, die alle durch zwet feste Punkte gehen), von 
einem andern Kreise durchschnitten, so schneiden sich alle 
die Sehnen, welche dieser neue Kreis mit je einem der 
ersten gemeinschaftlich hat, in ein und demselben Punkt, 
der auf der gemeinschaftlichen Linie der gleichen Poten- 
zen Itegt. 

Zusatz 2. Werden zwei feste Kreise von einem dritten 
Kreise berührt, so schneiden sich die Tangenten in den 
Berührungspunkten auf der Linie der gleichen Potenzen 
für die beiden festen Kreise. 

Zusatz 3. Zieht man von einem Punkt auf der Linie 
der gleichen Potenzen zweier fester Kreise je eine Tangente 
an dieselben, so lässt sich immer ein Kreis construiren, der 
die beiden festen Kreise in denselben Punkten berührt als 
jene Tangenten. 

$; 915. Schneiden sich zwei Kreifie rechtwinklig, so 
wird jeder Durchmesser des einen Kreises, der den andern 
Kreis sefaneidel, durch diesen harmonisch getheilt. 

Anl. Man verbinde den Mittelpunkt des Durchmessers 
mit einem der Durchschnittspunkte der Kreise und wende 
§. 807 Zusatz und die Umkehrung von 887 b an. 

Zusatz. Alle Kreise, die durch einen Punkt P gehen 
und einen gegebenen Kreis rechtwinklig schneiden, treffen 
sich I och in einem zweiten Punkt 0, dem zu P in Bezug 
auf den durch P gelegten Durchmesser des gegriienen 
Kreises zugeordneten harmonischen Punkt. 

S. 916. Sind zwei feste sich nicht schneidende, also 
entweder ausser einanderliegende oder einer den andern 
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eiAscbliessende Kreise gegeben, $0 geht jeder Kreis, der 
die beiden rechtwinklig sehneidet, durch Ewei auf der Cen-* 
trale liegende feste Punkte, welche harmonische Punkte 
sind in Bezug auf den Durchmesser eines jeden der beidM 
festen Kf eise. 

Anl. Der tialbmesser jedes der beiden gegebenen 
Kreise giebt die Länge der Tangente von dem betreffenden 
Mittelpunkt an alle rechtwinUig schneidenden Kreise, welche 
also sftmmtlich die Centrale der gegebenen Kreise als Linie 
der gleichen Potenzen haben. Man kann nun leicht zeigen^ 
dass bei zwei ausser einander liegenden Kreisen jeder 
beide rechtwinklig schneidende Kreis die Centrale wirklich 
schneidet; und es ist dann aus dem Obigen selbstverstftnd'« 
lieb, dass alle rechtwinklig schneidenden Kreise dieselben 
Punkte treffen müssen. 

§. 917. Hat man drei Krefse K, K^, K2 und construirt 
die drei äusseren und inneren Aehnlichkeitspunkte zu je 
zweien von ihnen (A und J zu Ki und K^, Ai und J| zu 
K3 und K, A2 und J^ zu K und KO, so liegen 

1) die drei äusseren Aehnlichkeitspunkte in gerader Linie, 
also A und Ai und A2 (siehe $. 6ä7); 

2) je ein äusserer Aehnlichkeitspunkt mit den beiden 
inneren oder andern. Kreispaare, also A mit J| und Jj, 
Ai mit J und J,, A, mit J und J^. ($. 687 Anm.) 

Welche Eigenschaft kommt den vier anderen Zusam- 
menstellungen aus je dreien dieser Punkte, also z. B. J^ 
Ji, J2 oder A, A], Jj, zu? 

S. 918. Berührt ein Kreis eine gerade Linie und einen 
Kreis, so geht die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
durch einen derjenigen beiden Punkte, worin der auf der 
geraden Linie senkrechte Durchmesser den Kreis schneidet. 

Anl. Sind M, Mi die Mittelpunkte, a, b die Berührungs- 
punkte des zweiten Kreises mit dem ersten und der ge- 
raden Linie, d der Durchschnitt von ba mit dem von M 
auf die Linie gefällten Loth Mc, so beweist man leicht die 
Aehnlichkeit der Dreiecke bMiA, aMd, woraus folgt, dass 
Md = Ma. 

§. 919. Berührt ein Kreis zwei andere gleichartig, 
d. h. beide von aussen oder beide von ihnen, so ^ehl die 
Verbindungslinie der Berührungspunkte durch den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise ; sind die Berührungen 
dagegen ungleichartig, dann geht die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte durch den inneren Aehnlichkeitspunkt. 
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Seieo M» Mi die MiUelpunkle der gegebenen, M^ der 
des diegelben in A and B berührenden Kreises, C der zweite 
Durchschnitt der Geraden AB mit dem Kreis Mi, so ist 
leicht zu zeigen, dsss MjC parallel MA ist 

S. 920. Zieht man von einem Aehnlichkeitspunkt 
zweier Kreise M, Mi eine Sekante durch dieselben, die den 
Kreis M in A, D, den Kreis Mj in B, C schneidet, so hat 
das Rechteck aus zwei solchen Segmenten derselben, die 
beide vom Aehnlichkeitspunkt anfangen und deren andere 
Endpunkte nicht zu parallelen Radien gehören, einen con- 
stanten Flficheninhalt. 

Sei unter Beibehaltung der obigen Bezeichnung noch 
E der von AB getroffene Aehnlichkeitspunkt, F und 6 die 
einander zu- oder abgekehrten Durchschnittspunkte der 
Centrale mit den beiden Kreisen, so ist leicht zu zeigen, 
dass FABG nach $.1^ ein Kreisviereck ist, wena man 
sich daran erinnert, dass die von einem Aehnlichkeitspunkt 
ausgehenden Transversalen ähnliche Bogen in den beiden 
Kreisen abschneiden. 

S. 921. Werden zwei feste Kreise von beliebig vielen 
anderen gleichartig berührt, so geht die Linie der gleichen 
Potenzen der beiden ersten Kreise durch den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt je zweier der übrigen. ($. 920.) 

S. 922. Werden zwei feste Kreise von beliebig vielen 
anderen ungleichartig berührt, so geht die Linie der glei- 
chen Potenzen der beiden ersten Kreise durch den inneren 
Aehnlichkeitspunkt je zweier der übrigen. (§. 920.) 

S. 923. Werden zwei Kreise von einem dritten gleich- 
artig berührt, so hat die Linie der gleichen Potenzen der 
beiden ersten Kreise in Bezug auf den dritten Kreis eine 
ähnliche Lage, als die Polaren des äussern Aehnlichkeits- 
punktes in den beiden ersten Kreisen, d. h. die beiden 
Bogen, in welchen der dritte Kreis durch die erwähnte 
Linie der gleichen Potenzen getheilt wird, sind einzeln ver- 
glichen gleich den beiden Bogen, in welche einer der ersten 
Kreise durch die ihm zugehörige Polare des äusseren Aehn- 
lichkeitspunktes beider Kreise getheilt wird. 

Seien ausser den oben angewandten Bezeichnungen 
P, Pi, P, die Pole des Strahls EAB in Bezug auf die drei 
Kreise M, Hi, Mj, so ist aus 906 und 914 leicht zu zeigen, 
dass P und Pi auf den Polaren des Punktes E, P^ auf der 
Linie der gleichen Potenzen von M und Mi liegt, woraus 
dann weiter folgt, dass, wenn D noch der zweite Durch- 
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schnitt von BA mit dem Kreis M ist, die Figuren APDM, 
AF,BH2 fthnlich gelegene ähnliche Figuren mit dem Aehn- 
lichkeitspunkt A sind, also auch die von P und P, aus-^ 
gehenden parallelen Linien ähnliche Theile der Kreise ab- 
schneiden müssen. 

S. 924. Werden zwei Kreise von einem dritten un* 
gleichartig berührt, so gilt ein ähnlicher Satz für die Polaren 
des inneren Aehnlichkeitspunktes der befden Kreise. Ebenso 
als der vorige Satz zu beweisen. 

S. 925. Werden drei Kreise von einem vierten gleich^ 
artig berührt, so hat der Durchschnittspunkt der Linien 
der gleichen Potenzen der drei ersten Kreise in Bezug 
auf den vierten Kreis eine ähnliche Lage (siehe §. 611 
Anm. 4) als. ein Pol der Verbindungslinie der drei äusseren 
Aehnlichkeitspunkte in einem der drei ersten Kreise. Folgt 
leicht durch wiederholte Anwendung des vorigen Satzes. 

§. 926. Entsprechende Sätze lassen sich leicht für 
ungleichartige Berührung bilden. 



b. Aufgaben. 

1) Die Stücke meist auch 'der Lage nach 
gegeben. 

$. 927. Einen Punkt zu finden, dessen Abstände von 
drei gegebenen Geraden gegebene Verhältnisse haben. 
(S. 823.) 

§. 927 a. Gegeben sind zwei begrenzte Linien AB und 
CD; auf einer dritten unbegrenzten Geraden L einen Punkt 
X zu suchen, so dass die Dreiecke XAB und XCD gleich 
gross sind. ($. 823.) 

§. 927b. Gegeben sind drei begrenzte Linien AB, CD, 
EF; einen Punkt X zu suchen, so dass die drei Dreiecke 
XAB, XCD, XEF gleich gross sind. (§. 823.) 

S. 928. Einen Punkt zu finden, dessen Abstände von 
drei gegebenen Punkten gegebene Verhältnisse haben. 
(S. 822.) 

S. 929. In einem Viereck ABCD einen Punkt X zu 
finden, so dass sowohl AXAB = AXCD, als Mich AXBC 
= A XAD ist. (S. 823.) 

§. 930. In einem Dreieck ABC einen Punkt X zu 
finden, so dass A XBC : A XCA ; A XAB = p : q ; r sich 
verhalten, wo p, q, r gegebene Längen sind. (§. 823.) 

12 
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S. 931. Einen Punkl zu finden, von dem aus drei 
gegebene Kreise unter gleichen Gesichtswinkeln erscheinen, 
d. h. für welchen die Winkel der an die Kreise gezogenen 
Tangentenpaare gleich gross sind. (§. 866.) 

§. 932. f Einen Punkt zu finden, für den die Tan- 
genten an drei gegebene Kreise gegebene Lfingenverhält- 
nisse haben. (S. 869.) 

§» 933. Gegeben ein Dreieck ABC und auf jeder Seite 
desselben ein Punkt, es soll ein Punkt X gesucht werden, 
so dass die von X nach den auf den Seiten gegebenen 
Punkten gezogenen Linien das Dreieck in drei gleiche 
Theile theilen. 

S. 934. * Ein gegebenes Dreieck ABC durch eine Linie 
in zwei gleiche Theile von gleichem Inhalt und Umfang zu 
theilen. 

Anl. Sind AD = x und AE = y die gesuchten Stücke, 
so erhält man leicht zwei Gleichungen aus §. 613 und aus 
der Umfangsbedingung, worauf nach §. 623 die Aufgabe 
gelöst werden kann. 

§. 935. * Ein gegebenes Viereck ABCD durch eine 
Linie in zwei Theile von gleichem Inhalt und Umfang zu 
theilen. 

Anl. Sind AEt=x, BF = y die auf AD und BC ab- 
geschnittenen gesuchten Stücke, so verlängere man DA und 
BG bis zu ihrem Durchschnitt 6, dann erhält man auf ähn- 
liche Art als in der vorigen Aufgabe zwei Gleichungen, 
aus denen schliesslich die Summe und das Produkt von'x 
und y als die Unbekannten sich darstellen und welche also 
auf §. 623 zurückführen. 

§. 936. Gegeben K, Ki, L. In L einen Punkt X zu 
suchen, so dass eine d^ r von X an K gezogenen Tangenten 
mit L einen gleichen Winkel bildet, als eine der von X an 
Kl gezogenen, wobei, wenn L zwischen den Mittelpunkten 
von K, Kl durchgeht, die Winkel nach derselben Seite von 
L zu nehmen sind, im anderen Falle nach entgegengesetzten 
Seiten. 

Man construire zu K einen congruenten Kreis Kj auf 
der andern Seite von L und in gleicher Entfernung als K, 
so ist die Ajiflösung leicht. \ 

Anm. Diese Aufgabe lässt je nach der Lage d^C^e- 
gebenen Elemente eine grosse Menge verschiedener Fllte 
zu, deren Unterscheidung Gegenstand einer längeren Arbeil 
sein kann. ^ 
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S. 937. Auf einer geraden Linie sind vier auf einan- 
der folgende Punkte A, B, C, D gegeben, ausserhalb der 
Linie einen Punkt x zu suchen, so dass ^ AXB = ^ BXC 
= ^ CXD ist. 

§. 938. Gegeben P, K, P. Durch P eine Linie zu 
ziehen, die K in den Punkten X und Y schneidet, so dass 
PX.XY = f2 ist. (§. 635.) 

§. 939. Gegeben P, Pj, L, a, a. Von P und P^ zwei 
Linien zu ziehen, die auf L eine Strecke gleich a abschnei- 
den, und die einen Winkel gleich a mit einander bildtn. 
(Man ziehe von Pi eine Linie P1P2 parallel L und gleich a, 
so ist die Aufl. leicht.) 

S. 940. Gegeben drei parallele Linien L, Li, L2, man 
soll ein Dreieck ABC von gegebenen Winkeln so legen, 
dass A auf L, B auf Li, C auf L2 liegt. 

Um eine Analysis zu finden, beschreibe man um das 
als gefunden betrachtete Dreieck ABC einen Kreis, der Li 
noch in D, Lj noch in E trifft, so lassen sich leicht die 
Winkel, welche DA und EA mit L machen, bestimmen. 

§. 941. Gegeben drei concentrische Kreise; ein Dreieck 
von gegebenen Winkeln so zu legen, dass je eine Ecke auf 
einem der drei Umflinge liegt, wobei eine Ecke ein auf 
einem der Umfinge gegebener Punkt sein kann. 

Diese Aufgabe kann leicht durch Umkehrung, d. h. so 
gelöst werden, dass man das Dreieck als gegeben ansieht 
und einen Punkt sucht, deren Abstände von seinen Ecken 
sich wie die Radien der concentrischen Kreise verhalten. 
Direct führt folgende Analysis zum Ziele. Ist ABC das 
gesuchte Dreieck, so construire man über MA ein ihm ähn- 
liches MAD, so dass ^ MAD = BAC, ^ DMA = ^ CBA ist; 
dann sind auch die Dreiecke DAC, MAB ähnlich, so dass 
die Länge von DC gefunden werden kann. 

§. 942. Gegeben K, Kj, a. Einen Punkt X zu suchen, 
so dass, wenn von demselben eine Tangente an K und eine 
Tangente an Ki gezogen wird, diese Tangenten einen Win- 
ket gleich a einschliessen, und zugleich 

1) die an einen der beiden Kreise gezogene Tangente 
eine vorgeschriebene Länge a erhält; oder 

2) die Summe der an die beiden Kreise gezogenen Tan- 
genten eine vorgeschriebene Länge liat; oder 

3) der Unterschied der an die Kreise gezogenen Tan- 
genten eine gegebene Länge hat. 

n* 
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Die Auflösung dieser drei Aufgaben ist leicht, wenn 
man erst an beliebiger Stelle des ersten Kreises eine Tan- 
gente zieht, und die gesuchte Figur so an einer andern 
Stelle hervorzubringen sucht. 

Anm. Da von jedem Funkt an jedem Kreis zwei Tan- 
genten gezogen werden können, so lassen sich immer vier 
Lösungen unterscheiden, je nachdem man die Tangenten 
combinirt. 

§. 942 a. Auf einem gegebenen Bogen AB einen Punkt 
X zu suchen, so dass XA*XB gleich einer gegebenen 
Grösse a^ wird. (Siehe §.811.) 

§. 943. ^ Gegeben ein Punkt P, zwei Linien L, L| 
und in jeder derselben ein Punkt, Pi in L, Pj in Li; durch 
P eine Linie zu ziehen, welche L in X, Li in Y schnei- 
det, so dass PiX und PjY ein gegebenes Verhftitniss (p : q) 
erhalten. 

Anl. Sei zunächst Pi zugleich der Schneidungspunkt 
von L und L,, so ziehe man von P eine Parallele mit L, 
die Li in Pg trifft, und nenne PiP, = a, PiP« = b, PP, = c, 

PiX = x und f^Y = j = —Xy wende dann §. 602 an, so 

erhält man eine Proportion, welche man leicht dahin um- 
formen kann, dass Product und Summe der äussern Glieder 
bekannt sind, worauf dann die Auflösung nach §. 623 er- 
folgen kann. Liegt Pi nicht auf dem Durchschnitt A der 
Linien L und Lj, so kann die Aufgabe auf den vorigen Fall 
zurückgeführt werden, wenn statt P^ e n anderer Punkt P^ 
bestimmt wird, so dass APi :?2?^ = f:q ist. 

Diese Aufgabe bildet den Gegenstaud der Schrift des Apollo- 
mus „de sectione rationis**, welche im Urtext verloren gegangen, 
in einer arabischen Uebersetzung dagegen erhalten, durch Halley 
in*B Lateinische übersetzt wurde und von Newton als seine Lieb- 
lingsschrift bezeichnet worden ist 

§. 944. Gegeben ein l^unkt P und zwei Linien L^ Li, 
die sich in A schneiden, durch P eine Linie zu ziehen, die 
L in X, Li in Y schneidet, so dass 

1) AX 4- AY eine vorgeschriebene Länge a erhält, oder 

2) AX — AY eine vorgeschriebene Länge a erhält, oder, 
wenn Pi ein in L, P] ein in Li gegebener Punkt ist, 

3) PiX -f- 1^2^ 6in^ vorgeschriebene Länge a erhält, oder 

4) PiX — P2Y eine vorgeschriebene Länge a erhält. 
Anl. Ist mit Hülfe derselben Construction als die 

vorige Aufgabe zu lösen, und ist leichter als die^e. 
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Diese Aufgaben sind aus dem Dicsterwegschen Anhang zu 
einer üebersctzung der vorerwähnten Schrift des Apollonius ent- 
nommen. 

§. 945. Gegeben ein Punkt? und zwei Linien L, Li, 
die sich in A schneiden; durch P eine Linie zu ziehen, die 
L in X, Li in Y triiTt, so dass: 

1) AX*AY einen vorgeschriebenen Flächeninhalt gleich 
f^ hat (man kann statt dessen auch sagen, dass das 
abgeschnittene Dreieck AXY einen gegebenen Inhalt 
F^ hat); oder' 

wenn Pf ein in L, P, ein in ^i gegebener Punkt ist, 

2) dass P|X*PaY einen vorgeschriebenen Flächeninhalt 
gleich P hat. 

Anl. Auch diese Aufgabe kann durch die bei §. 942 
angegebene Construction auf die Auflösung einer quadra- 
tischen Gleichung gebracht werden, deren geometrische 
Behandlung in §. 623 und 624 gelehrt ist. 

Anm. Diese Aufgabe bildet den Inhalt einer verloren ge- 
gangenen und von Hallay nur theilweis wieder hergestellten Schrift 
des Apollonius „de sectiö spatii." 

§. 945 a. Gegeben ein Winkel BAO und ein Punkt 
P, durch P eine Linie zu ziehen, die die Schenkel in X 
und Y trifrt, so dass PX.PY = a^ ist. 

Anl Man ziehe von P eine Parallele zi^AC, die AB 
in D Iriirt, bestimme in PD einen Punkt E, so dass PD • PE 
:== a^ ist, dann ist die Grösse des Winkels PYE bekannt. 

S* 946* Gegeben K, L, a. Von einem Endpunkt des 
auf L senkrechten Kreisdurchmessers eine Linie zu ziehen, 
welche L in X und K in Y schneidet, so dass XY = a 
wird (§. 624 und §. 635). 

S. 947. Durch einen Punkt P auf der Halbirungslinie 
eines Winkels A eine Linie zu ziehen, die die Schenkel 
in X und Y trifft, so dass XY gleich einer gegebenen 
Grösse a wird. 

Anl. Man muss das hier verlangte Dreieck so zu er- 
halten suchen, dass man eine Linie BC == a zieht, darüber 
den Kreis construirt, der den Winkel A als Peripherie- 
winkel enthält und dann von der Mitte D des unterhalb 
BC befindlichen Bogens nacli §. 946 eine Linie construirt, 
deren zwischen BC und den oberen Theil des Kreises fal- 
lendes Stück gleich AP wird. Dann kann man die Figur 
auf die gegebene übertragen. 

Anm. Ist A ein rechter Winkel, so nennt man diese 
Aufgabe das Problem des Pappus. 
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§. 948. Dieselbe Aufgabe als die vorige, wenn der 
Punkt P auf der Halbirungslinie des Nebenwinkels liegt. 

Diese Aufgabe kann ähnlich als die vorige aufgelöst 
werden. 

Anm. Liegt P nicht auf einer der Halbirungslinien 
des Winkels, so erfordert die Aufgabe die Construclion 
einer krummen Linie vierten Grades, welcbo man Con- 
cho'ide nennt, und kann also mit Zirkel und Lineal nicht 
geleistet werden. 

S* 949. Gegeben K, Ki, a. Durch einen der Punkte, 
in welchen die Centrale die Kreise schneidet, eine Linie 
zu ziehen, die K in einem Punkt X, K| in Y schneidet, so 
dass XY = a wird. 

Anl. Sei A der Punkt auf K, von welchem die ge- 
suchte Linie AXY ausgeht, B der andere Endpunkt des 
von A ausgehenden Durchmessers, YD ein Loth von Y auf 
die Centrale MMi, so kann man mit Hülfe der Aehnlichkcit 
von AXB und ADY, so wie mit §. 813 auf das A AYMi 
angewandt Relationen finden, welche die Länge AX = x 
als die Wurzel einer quadratischen Gleichung geben« 

Anm. Die voranstehenden vier Aufgaben bilden den Inhalt 
der ebenfalls verloren gegangenen und nach einigen, in den Samm- 
lungen des Pappus aufbewahrten Andeutungen von dem Engländer 
Horsley wieder hergestellten Schrift des ApoUonius „de inclina- 
tionibus." 

S. 949 a. Durch einen Punkt P in der Ebene eines 
Dreiecks ABC eine Linie zu ziehen, die AB in X, AG in 

Y trifft, so dass BX + CY = XY wird. (§. 209 a.) 

§. 949 b. In einem Dreieck ABC auf AB einen Punkt 
X und auf AC einen Punkt Y zu finden, so dass XY = a 
und XY = BX + CY wird. (§. 209 a. §. 949 a.) 

§. 950. Gegeben ein Winkel A und ein seine Schen- 
kel berührender Kreis. An einen Punkt X dieses Kreises 
eine Tangente zu legen, die die Schenkel des Winkels in 

Y und Z trifft, so dass 

1) die Summe XY + XZ eine vorgeschriebene Grösse 
a; (siehe §. 87i Zusatz und §. 625.) 

2) der Unterschied XZ — XY eine vorgeschriebene 
Grösse a erhält. 

Diese Aufgabe, welche nach §. 872 im Wesentlichen 
dieselbe ist als A aus «, 9, b — c, kann so gelöst werden, 
dass man zuerst eine der gesuchten ähnliche Figur zu er- 
halten sucht. Man beginne zu dem Ende mit dem in S* 874 
Zusatz erwähnten Kreis zunächst von beliebigem Radius, 
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ziehe darin eine Sehne BC, die einen Bogen = 180 — a 
abschneidet, nehme die Mitte K dieser Sehne und bestimme 
auf dem über BC liegenden Bogen einen Punkt M durch 
die Bedingung, dass das von ihm auf BC gefüllte Loth 
MG : KG = ß ; Va (b — c) ist, so ist es leicht, die Figur zu 
vollenden, die der gesuchten ähnlich ist. 

3) das VerhäUniss XY : XZ eine vorgeschriebene Grösse 
(a:b); (kann durch ein ähnliches Verfahren als bei 
der vorigen Aufgabe angedeutet ist, leicht gelöst 
werden); 

4) Das Rechteck XYXZ eine vorgeschriebene Grösse 
f* erhält. 

Beginnt man ähnlich vt^ie bei No. 2 angedeutet ist, 
so kann die Lage des Punktes M auf dem Bogen BC auch 
hier durch das bekannte Verhäitniss Q^iBGGCy d. i. ^^:f^ 
bestimmt werden, denn sei L der zweite Schneidungspunkt 
von MG mit dem erwähnten Kreise, so ist MG^:BG*GC 
=s MG^ : MG • GL = MG : GL. Hierdurch ist aber auch 
MG : Vi ML, also auch MG ; Vi ML — MG gegeben, wodurch 
man M leicht findet. 

§. 951. * Gegeben L, Lj, Lj und ein Dreieck ABC. 
Man soll das Dreieck so legen, dass eine Ecke desselben 
A in L, die zweite B in L| und die dritte C in Lj liegt. 

Man löse zuerst die umgekehrte Aufgabe, um ein ge- 
gebenes Dreieck ABC ein anderes zu beschreiben, das 
dem von L, Li, Lj gebildeten congruent ist. Beschreibt 
man zunächst über zwei Seiten AB, BC Kreisbögen, welche 
die zwischen L, Lj, Lj liegenden entsprechenden Winkel 
als Peripheriewinkel enthalten, so bleibt nach §. 410 a 
zu lösen. . 

S» 952. * Gegeben L, L^, L^, L3 und ein Viereck 
ABCD. Man soll ein dem Viereck ABCD ähnliches Vier- 
eck aßyd so legen, dass a in L, /? in L, / in Lj und S in 
L3 liegt. 

Man löse auch hier zuerst die umgekehrte Aufgabe, 
um ein gegebenes Viereck ABCD ein anderes zu beschrei- 
ben, das dem von L L^ L, L, gebildeten A^ B^ Ci Di ähn- 
lich ist.- Beschreibt man über AB den Kreisbogen, der den 
Winkel LLi, d. h, Ai enthält, so muss die Diagonale A^ 
C| einen bestimmten Pun\t E des unter AB liegenden 
Kreisbogens treffen, der dureh die gegebenen Winkel B^ 
At Ci oder Dj Ai Ci leicht zu bestimmen ist. Auf gleiche 
Weise bestimmt sich noch ein zweiter Punkt F der Diago- 
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nale Aj C, auf dem unter CD liegenden Theil des Kreises, 
dessen über CD liegender Bogen der Winkel C, enlhäll, 
also ist die Diagonale Aj C| und somit die Lage des Vier- 
ecks Ai Bi Ci Dl gefunden. 

§. 953- * Gegeben L, Li, Lj, L3. Man soll eine Linie 
ziehen, die L in X, L; in Y, L, in Z, L3 in T schneidet, 
so dass XY : YZ : ZT = a : b : c sich verhalten. 

Kann durch eine lihnliche Analysis als 952 gelöst 
werden. 

Anm. Diese drei letzten Aufgaben finden sich in dem Werk 
Newtons „prineipia mathematica pbilosophiae naturalis" als Lemma 
26 und 27 des ersten Buchs, sie dienen dazu, die Bahn eines 
Cometen zu finden, der drei- oder viermal beobachtet worden ist. 

§. 954. Einen Kreis zu beschreiben, der durch zwei 
gegebene Punkte P, P| geht und einen gegebenen Kreis K 
berührt. 

Aufl. Man lege einen Kreis durch P, Pi, der K in 
B und C schneidet, und ziehe vom Durchschnittspunkt D 
der Linien P P^ und BC Tangenten an K, so berührt jede 
derselben K in einem der gesuchten Berührungspunkte. 

§. 955. Einen Kreis zu beschreiben, der zwei gege- 
bene Linien L, L^ und einen gegebenen Kreis K berührt. 

Man ziehe mit L und Li Parallelen in einer Entfer- 
nung, die gleich dem Radius von K ist, so ist die Aufgabe 
auf §. 818 zurückgeführt. 

§. 956. Einen Kreis zu beschreiben, der durch einen 
gegebenen Punkt P geht, eine gegebene Linie L und einen 
gegebenen Kreis K berührt. 

Sei AB der auf L senkrechte Durchmesser von K, 
der L in C trifft. Die von A durch den gesuchten Be- 
rührungspunkt D auf K gehende Linie trifft, wie aus $.611 
leicht zu zeigen ist, den gesuchten Berührungspunkt E auf 
L, ist nun Q der zweite Schneidungspunkt von AP mit dem 
gesuchten Kreis, so ist AB- AC = AD- AE = AP- AQ ($. 635 
und 807), also Q bestimmt und die Aufgabe auf §. 817 
zurückgeführt. 

§. 957. Einen Kreis zu beschreiben, der durch einen 
gegebenen Punkt P geht und zwei gegebene Kreise K, Ki 
berührt. 

Sei A ein Aehnlichkeitspunkt von K, K], der zweite 
Durchschnitt von AP mit dem gesuchten Kreis, so ist, wenn 
X, Y die gesuchten Berührungspunkte sind, das Reckteck 
AP*AO=:AXAY und also nach §. 920 bekannt; also ist 
zu finden und die Aufgabe auf §. 954 zurückgeführt. 
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S. 958 Einen Kreis zu beschreiben, der eine gege- 
bene Linie L und zwei gegebene Kreise K, K^ berührt. 

Zieht man mit L eine Parallele in einer Entfernung, 
die gleich dem Radius von K ist und um den Mittelpunkt 
von Kl einen Kreis mit der Summe oder dem Unterschied 
der Radien von K und Kj, so ist die Aufgabe auf §. 956 
zurückgeführt. 

§ 959. Einen Kreis zu beschreiben, der drei gege- 
bene Kreise berührt. 

Kann dadurch aufgelöst werden, dass man sie durch 
concentrische Kreise um die Mittelpunkte von K^ und Ki 
ähnlich als bei der vorigen Aufgabe beschrieben ist, auf 
§. 957 zurückführt. 

Anm. 1. Die Aufgaben 954—959 bilden den Haupt- 
inhalt einer verloren gegangenen Schrift des Apollonius 
„negl enagxSv^y welche Victa in seinem Apollonius Gallus 
1600 wieder hergestellt hat. Die neuere Auflösung der 
Hauptaufgabe §. 959, deren Beweis auf §. 925 und 926 
beruht, ist folgende: Man ziehe von dem Durch^schnitts- 
punkt der Linien der gleichen Potenzen Linien nach den drei 
Polen, die sich in den drei Kreisen zu einer der vier Linien, 
welche drei Aehnlichkeitspunkte verbinden, finden lassen, 
so sind die sechs Punkte, in denen drei solche Lfnien die 
betrefl^enden Kreise schneiden, die Berührungspunkte je 
zweier Kreise, die der Aufgabe genügen. . 

Anm. 2. Die Aufgabe §. 959 kann auch so ausge- 
drückt werden: von drei gegebenen Punkten nach einem 
vierten nicht gegebenen drei Linien zu ziehen, die gegebene 
Unterschiede haben, welche Aufgabe Newton in princ. math. 
Lemma 16 mit Hülfe der einfachsten Eigenschaften von 
Kegelschnitten auflöst. 

§. 959 a. Gegeben L, P, K. Einen Kreis zu beschrei- 
ben, der durch P geht, K berührt und dessen Mittelpunkt 
auf L liegt. (Auf §. 954 zurückzuführen«) 

§. 959b. Gegeben F, P^, L, a. In L einen Puukt 
X zu finden, so dass entweder XP + XPi oder XP — XPi 
= a wird. 

Anl. Man fälle von P^ auf L ein Loth, verlängere 
es um sich selbst bis Pj, so kann man die Lösung durch 
§. 954 bewerkstelligen. 

§. 959 c. Gegeben P, L,.Li, a : b. In L^ einen iPunkt 
X zu finden, so dass, wenn XY das von X auf L gefällte 
Loth ist, XP : XY = a : b ist. 
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A n m. Die Aufgaben 959 (b, c) sind gleichbedeutend 
mit der Aufgabe, die Durchschnittspunkte einer geraden 
Linie mit einem Kegelschnitt zu finden. 

§. 959 d. Gegeben ein kreisförmiges Billard und darin 
ein Punkt A, man soll eine Linie AB an den Umfang finden, 
so dass ein in dieser Richtung gespielter Ball von B noch 
an einen zweiten Punkt C des Umfangs und dann wieder 
nach A zurückgeworfen wird. 

§. 960. Gegeben P, Pi, P,, K. In den Kreis ein 
Dreieck XYZ zu beschreiben, so dass die Seite YZ durch 
P, ZX durch Pj, XY durch P, geht. 

Aufl. Man ziehe die Polaren zuP, P^, P,, ist nun A 
der Durchschnittspunkt der Polaren von Pj, P,, B der der 
Polaren von P,, P, C der der Polaren von P, Pj, so ziehe 
man PA, P^B, P^C, bis sie die Seiten BC^ AC, AB bezieh- 
lich in den Punkten D, E, F schneiden, dann treffen die 
Linien DE, EP, FD den Kreis in sechs Punkten, welche 
die Eckpunkte zweier Dreiecke sind, die de,r Aufgabe ge- 
ntigen. Bew. siehe §. 904—906 und §.910. 

S. 961. Gegeben L, Lj, Lj, K. Um den Kreis ein 
Dreieck XYZ zu beschreiben, dessen eine Ecke X auf L, 
Y auf Li und Z auf L, liegt. 

Aufl. wörtlich aus der vorigen Aufgabe durch polare 
Uebertragung herzuleiten. 

2) Die Stücke nur der Grösse nach gegeben. 
Ein. Dreieck zu construiren: 

1: 963. :;: ;; {< r»if< bur^^^^^^^^^ 

§. 964. aus a, f^ b.c. )^^ *^*®"- 

§. 965. aus Py t ; tj : tj. 

$. 966. aus a, m, r, (siehe §. 635.) 

$. 967. aus 9iy Qy b + c. (§. 871 und §. 871 Zusatz.) 

$. 968. aus a, e> b — c. (§. 872.) 

$. 969. aus a, f\ b + c. (§. 875. Durch die Methode 

der Data auf 967 zurückzuführen.) 
$. 970. aus h, ^, a + b + c. (Ebenso nach $. 875 auf 

967 zurückzubringen.) 
§. 971. aus a, e, b + c. (§. 871.) 
$. 972. aus a, e, a + b + c. (§. 871.) 
$. 973. aus a, h, q. (aus a, h, b + c. aus a, h, b — c.) 

Durch Data aus §. 875 zu lösen. 
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$. 974. aus a, Q, fk — c. (§. 871.) 

§. 975. aus ß, b — c. /?•— y. f.Der Winkel, den m mit 
a macht, ist aus ß — y ^^ finden.) 

§. 976. aus a, pj, q^. (§. 871 Zusatz.) 

§. 977. aus a -f b, p,, q^. (Aus der Entfernung der Be- 
rührungspunkte an AB zu finden.) 

$. 978. aus a — - b, p, gg. (Ebenso als die vorige.) 

§. 979. * aus p3, ^3, ß - y. (Man bestimme den Winkel, 
den H^ M3 mit der verlängerten HC macht.) 

§ 980. aus a, r, ^2- O^an bestimme aus a und r den 
Winkel a, so kommt man auf $. 302.) 

§. 981. aus r, ß, b — c. (s. §. 885, ausserdem bestimme 
die Entfernung zwischen der Mitte von BC und 
dem an BC liegenden ßerührungspunkte.) 

S. 982. aus r, p, /? — y. (s. §• 885 und bestimme den 
Winkel, den die verlängerte m mit dem aufBC 
senkrechten r macht.) 

S. 983. aus a, ra. b + c. (§. 808, § 822, 132 ) 

S. 984. * aus h, r, q. (Nennt man x das unter der Mitte 
von BC bis zum Umfang des umschriebenen 
Kreises errichtete Loth, so ist x mit Hülfe von 
876, 887b zu finden.) 

§. 985. * aus h, hi, q. (§. 879.) 

§. 986. * aus h, hi, gj. (§. 879.) 

§. 987. * aus h, hi, ft- (§• 879.) 

§. 988. * aus Q, ft, b. (§. 879.) 

S. 989. * aus q, ft, h^. (§. 879.) 

§. 990. * aus Q, ßi, in. (§. 879.) 

$. 991. * aus Q, ft, b + c. (§. 875.) 

§. 992. * aus Q, g2, h. (§. 879.) 

$. 993* * aus Q, ^1, r. (Man bestimmt leicht durch §. 875 
Zusatz das unter der Mitte von BC bis zum Um- 
fang des umschriebenen Kreises errichtete Loth, 
woraus das Weitere folgt.) 

S; 994. * aus gi, ß,, pg. (Entweder durch §. 879 auf 
§. 802 zu reduciren, oder dadurch aufzulösen, 
dass für das Dreieck Mi Mi M3 die Verhältnisse 
der Höhenabschnitte gegeben sind, wodurch seine 
Gestalt bestimmt werden kann.) 

§. 995. * aus Q, ft, Q^, (Entweder durch §. 875 b auf 
die vorige, oder durch §. 879 auf 802 zu redu- 
ciren, oder endlich am leichtesten durch die Be- 
trachtung der für die Bestimmung der Gestalt 
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des Dreiecks M Mi M;i gegebenen Verhältnisse 
aufzulösen.) 
S. 996. Ein Viereck im Kreis aus a, 1>, c, d. ($. 816 
und §. 859.) Eine andere Auflösung ergiebt 
sich, wenn DA bis E so verlängert wird, dass 
a : AE = b : c ist, da dann wegen Aehnlichkeit 
von BCD undBAE auch das Verhältniss EB:DB 
gegeben ist.) 

Einige Sätze und Aufgaben über Maxima und Minima. 

Die einfachsten Fälle sind schon vorgekommen in den 
S§. 57 Zusatz, 106, 520—523. 

S. 997. Gegeben P, P^, L, die nicht zwischen P und 
?i durchgeht. In L den Punkt X zu suchen, für welchen 
die Summe PX + PjX ein Minimum ist. 

Anm. Ist P ein leuchtender Punkt, Pi ein Auge und 
L eine reflectirende Linie, so ist X der Reflectionspunkt 
nach dem sogenannten „principe de la moindre action.^ 

§, 998, Gegeben P, Pi, L, die zwischen P und Pj 
durchgeht, in L den Punkt X zu suchen, für welchen 
PX — PiX ein Maximum wird. 

Anm. Ist statt L, K gegeben, so kann man zwar be- 
weisen, dass der Punkt X eine solche Lage haben muss, 
dass PX und P^X gleiche Winkel mit dem Halbmesser des 
Kreises machen, indess treten dabei je nach der besondern 
Lage von P und Pj verschiedene Fälle ein, und die Auf- 
findung von X selbst ist mit Zirkel und Lineal zu finden 
unmöglich. Diese Aufgabe hat eine gewisse Berühmtheit 
unter der Form: gegeben ein leuchtender Punkt, das Auge 
und eine reflectirende Kugel, auf deren Oberfläche den Re- 
flectionspunkt zu finden. 

§. 999. Gegeben P, Pi und L, die nicht zwischen P 
und Pi durchgeht. In L den Punkt X zu finden, für wel- 
chen der Winkel PXPi ein Maximum ist. 

§. 1000. Gegeben P, Pi und K, (jedoch so, dass P 
und Pi entweder beide ausserhalb oder beide innerhalb K 
liegen.) In K die Punkte X, Y zu suchen, für welche der 
Winkel PXPj. PYPj entweder ein Maximum oder ein Mini- 
mum wird. 

§. 1001. Gegeben P, Pi und L. In L den Punkt X 
zu suchen, für welchen die Grösse PX* + PjX' ein Mini- 
mum wird» 
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Dieselbe Aufgabe, wenn statt L^ K gegeben ist. 

Anm. Diese beiden Aufgaben lassen sich auch leicht 
auf mehr als zwei gegebene Punkte ausdehnen. 

§. 1002, Gegeben P, Pi, L. In L den Punkt X zu 
suchen, für welchen der Werth des Bruches PX:PiX ein 
Maximum, und der Punkt Y, für welchen der Werth PY: PjY 
ein Minimum wird. / 

§. 1003. Dieselbe Aufgabe , wenn statt Li K gege* 
ben ist. 

§. 1004. Aus a und b dasjenige Dreieck zu construiren, 
das den grössten Inhalt hat. 

§. 1005. Aus a und f^ dasjenige Dreieck zu con- 
struiren, das den kleinsten Umfang hat. 

§. 1006. Aus a und b -f c dasjenige Dreieck zu con- 
struiren, das den grössten Inhalt hat. 

§. 1007. Hat ein Vieleck zwei ungleiche Seiten, so 
kann man es «so verwandeln, dasis sein Umfacg derselbe 
bleibt und sein Inhalt grösser wird. 

Anm. Man kann, ohne der Allgemeinheit des Satzes 
zu schaden annehmen, dass die ungleichen Seiten an ein- 
anf'er stossen. 

§. 1008. Hat ein Vieleck zwei ungleiche Seiten, so 
kann man es so verwandeln, dass sein Inhalt derselbe bleibt 
und sein Umfang kleiner wird. 

§. 1009. Sind zur Construction eines Vielecks alle 
Selten mit Ausnahme einer gegeben, so wird dasselbe dann 
den grössten Inhalt erhalten, wenn ein über der nicht ge- 
gebenen Seite beschriebener Halbkreis durch alle Ecken der 
Figur geht. 

Anm. Diesen Halbkreis wirklich zu conslruiren ist 
mit Hülfe des Zirkels und Linenls unmöglich.. 

§. 1010. Sind zur Construction eines Vielecks alle 
Seiten gegeben, so ist dasselbe dann am grössten, wenn 
sich ein Kreis durch alle seine Ecken beschreiben lässt. 

§. 1011. Unter allen Vielecken von gleichem Umfang 
(isoperimetrischen Violecken) und gleicher Seitenzahl hat 
das reguläre den grössten Umfang. 

§. 1012. Unter allen Vielecken von gleichem Inhalt 
und gleicher Seitenzahl hat das reguläre den kleinsten 
Umfang. 

§. 1013. Von zwei einem und demselben Kreis ein- 
geschriebenen regulären Vielecken hat dasjenige den gros* 
seren Umfang und Inhalt, das die meisten Seiten bat 
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§. 1014. Von zwei einem und demselben Kreis um- 
schriebenen regulären Vielecken hat dasjenige den kleineren 
Umfang und Inhalt, das die meisten Seiten hat. 

S. 1015. Von zwei regulären Vielecken von gleichem 
Umfang hat dasjenige den grösseren Inhalt, das die meisten 
Seiten hat. 

§. 1016. Von zwei regulären Vielecken von gleichem 
Inhalt hat dasjenige den kleineren Umfang, das die meisten 
Seiten hat. 

§. 1017. Der Kreis hat unter allen Figuren von glei- 
chem Umfang den grössten Inhalt und unter allen Figuren 
von gleichem Inhalt den kleinsten Umfang. 

§. 1017 a. Um ein gegebenes Dreieck ABC ein gleich- 
seitiges Dreieck DEF zu beschreiben, dessen Inhalt ein 
Maximum ist. (Es genügt, wenn der Umfang ein Maxi- 
mum ist.) 

§. 1017 b. Auf einer Dreiecksseite einen Punkt zu 
finden, so dass die Summe seiner Abstände von den beiden 
andern Seiten ein Minimum ist. 

§. 1017c. In der Ebene eines Dreiecks einen Punkt 
zu finden, so dass die Summe seiner Abstände von den 
drei Seiten ein Minimum ist. 

§. 1017 d* Durch einen Punkt zwischen den Schenkeln 
eines Winkels eine Linie zu legen, so dass der Inhalt des 
nbgeschnittenen Dreiecks ein Minimum wird. 

§. 101 7 e. In der Ebene eines Dreiecks einen Punkt, 
zu finden, so dass die Summe seiner Entfernungen von 
den drei Ecken ein Minimum wird. (Der Durchschnitts- 
punkt zweier Kreisbogen von 120® über zwei Seiten des 
Dreiecks.) 

§. 1017 f. In der Ebene eines Dreiecks einen Punkt 
zu finden, so dass die Summe der Quadrate seiner Abstände 
von den drei Ecken ein Minimum wird. 

Einige Formeln ans der rechnenden Geometrie, in denen 
nur Seiten der Figuren vorkommen, nicht Winkel. 

§. 1018. Bei einem gleichschenkligen Dreieck, wo a 
die Grundlinie, b den Sc henkel be deutet, ist: 

der Inhalt f^ = %a}^4b2— a^ = V4aV(2b +"a) (2b~^^. 
Bei einem Dreieck ist: 

$.1019. 1) der Inhalt: ;_ 

P = %y(a + b -f. c)"(a + b ; c) (a - b +c) (— a + b + c). 
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S. 1020. 2) der Radius des umschriebenen Kreises: 

abc 

'"^VCa + b + cKa + b— c)(a— b + c)(-a + b + c) 
§. 1021. Bei einem Paralleltrapez ist der Inhalt: 

4Ca-cj 



Bei einem Viereck im Kreise ist: 
1022. 1) die Diagonale AC = e : 



V- 



(ab+cd)(ac+bd) 
ad 4- bc. 



S. 1023. 2) die Diagonale BD = e, = j/(gl±bcK.a+bd) 

$. 1024. 3) der Inhalt.: ' 

f»=%F(a-f-b+c-d) (a+b-c+d) (a-b+c+d) (-a+b+c+d). 
$. 1025. .4) der Radius des umschriebenen Kreises: 



-n 



(ab-hcdj (ac+bd) (ad+bc) 



■=v.y^ 



[a4-b+c-d)(a+b-c+d)(a-b+c+d)(-a+b + c+d). 
Bei einem Viereck, das zugleich einem Kreise einge- 
schrieben und einem andern umschrieben werden kann, ist* 

$.1026. I)d = a4-c-b. 

$. 1027. 2) der Inhalt f ^ = l^Scd = }/««>« (a +"c^^). 
S. 1028. 3) der Ra dius des umschrie be nen Kreise s; 
^ (ab + cd) (ac + bd) (ad + bc j 
abcd. 

$. 1029. 4} der^a^ius d es eingeschriebe nen Kreises: 
^ }/abcd_ }/abC'Ca + c - b) 
a 4- c a + c. 

Bedeutet r den Radius eines Kreises, s^ die Seite des 
demselben eingeschriebenen nEcks, c^ die Seite des ihm 
umschriebenen nEcks, so ist: 

§. 1030. s,^ = Fr(2r- |/4r^-s»J 
§.1031. c,„ = — [l/4r> + c\--2r]. 
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Von folgenden Völkern ist uns bekannt , dass sie die 
Geometrie mit Erfolg bei sich gepflegt haben: den Aegyp- 
tern, den Griechen, den Indern, den Arabern und in 
neuerer Zeit den Engländern, Franzosen, Deutschen und 
Italienern. 

Urspruns der Oeonietrie« 

Die Geometrie soll von deii Aegyptern erfunden wor- 
den sein. Proclus sagt in dem Commentar zum Euciid, 
dass der Anlass dazu die Ueberschwemmungen des Nils 
gewesen seien, welche die Eintheilung der Felder zer-« 
störten und alljfthrlich das Bedürfniss darnach erneuerten. 
Herodot (Lib. II.) erzählt, dass Thot, der Hinister des 
Sesostris (Osiris), als dieser das Land durch zahlreiche 
Canäle durchschnitt und eine Art allgemeiner Vertheilung 
desselben an die Bewohner yornahm, die Geometrie erfunden 
habe. Nach Andern (Ammian, Marceil.) soll Hermes (Mer- 
curius trismegistus), vielleicht dieselbe Person als Sesostris, 
Lehren der Geometrie auf steinerne Säulen geschrieben 
UQd diese in unterirdischen Räumen verschlossen haben; 
Pytbagoras habe dann diese Säulen gesehen und grossen 
Vortheil davon gezogen Diogenes Laertius berichtet die 
Meinung eines Schriftstellers, dass Moeris^ da er den See, 
W seinen Namen trägt, ausgrub, um den Nil ableiten zu 
können, die Geometrie erfunden habe. Aristoteles endlich 
sagt, dass die Aegypter darum die Erfinder der Geometrie 
geworden seien, weil die Priester bei ihnen den Vorzug 
genossen, von den Geschäften des Lebens befreit zu sein, 
und Müsse hatten, sich den Studien hinzugeben. Gewiss 
ist, dass die Aegjpter uns als die ältesten Pfleger der Geo- 
metrie erscheinen, dass sie aber trotz der langen Zeit, 
während welcher sie sich damit beschäftigtet», keine grossen 
Forlschrilte darin gemacht haben. 



Digitized by 



Google 



Geschichtliches. 193 



Sieonietrie der CSrleelten. 

Bei den Griechen hat die Geometrie eine Ausbildung 
erreicht, die auch die neueste Zeit wenigstens in Bezug 
auf Geometrie durch Construction sich kaum rühmen darf^ 
weit übertroffen zu haben. 

Den Zirkel soll Perdix/ der Neffe des Dädalus, erfunden 
haben und von diesem aus Neid darüber von einem Felsen 
herabgestürzt worden sein (Ovid. Met. VII!. 248 etc.); als 
Erfinder des Winkelmaasses und der Wasserwaage wird 
Theodorus von Samos, einer der Erbauer des Tempels zu 
EphesuSy genannt. Der Erste aber, von dem wir sichere 
Kenntniss haben, ist: 

Thaies (640-560 v. Chr.), der nach Plutarch den 
König Amasis in Aegypten dadurch in Erstaunen setzte, 
dass er die Höhe der Pyramiden maass, indem er nämlich 
,die Länge ihres Schattens init der seines eigenen verglei- 
chend, annahm, dass sich seine Höhe und die der Pyramiden 
ebenso verhalten müssten, als die Längen der Schatten und 
also die Aehnlichkeit rechtwinkliger Dreiecke benutzte. 
Auch bestimmte er nach Proclus die Entfernung der Schiffe, 
die man in See sah, vom Lande, und brachte nach Diog. 
Laert. für die Erfindung des Satzes, dass der Winkel im 
Halbkreis ein Rechter sei, den Musen ein Opfer dar. 

Pythagoras von Samos (geb. 580 v. Chn) erfand den 
bekannten Satz vom rechtwinkligen Dreieck, die Lehre von 
der Incommensurabilität gewisser Linien, namentlich der 
Seite und Diagonale eines Quadrats, die Sätze, dass der 
Kreis unter allen Figuren von gleichem Umfang, die Kugel 
unter allen Körpern von gleicher Oberfläche die grössten 
sind, und die Lehre von den regelmässigen Körpern. Von 
seinen übrigen Entdeckungen, die nicht hierher gehören, 
erwähnen wir nur, dass er, nach Boätius, den Gebrauch 
unseres Ziffersystems gekannt, vielleicht bei den Indern 
kennen gelernt hat, dessen Gebrauch im Abendlande erst 
ums Jahr 1003 anfing bekannt zu werden. 

Plato (430— 347, V. Chr.) Die Geometrie verdankt ihm 
und seiner Schule drei der wichtigsten Entdeckungen : erstens 
die Anfangsgründe der Lehre von den Kegelschnitten; zwei- 
tens die Einführung der analytischen Methode, d. h. des 
Verfahrens, wonach man das Gesuchte als bekannt betrach- 
tet und von da rückwärts schreitend den Zusammenhang 
^iesselben mit dem Bekannten ermittelt, worin vielleicht der 

13 
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fruchtbarste Gedanke der ganzen Mathematik liegt; drittens 
die Lehre von den geometrischen Oertern (siehe IX. Abschn.), 
welche gleichfalls von grossem Nutzen für die Auflösung 
geometrischer Aufgaben ist, er theilt sie ein in loca plana, 
solida et linearia, wovon die ersteren die gerade Linie und 
den Kreis, die zweiten die Kegelschnitte und die dritten 
alle übrigen noch zusammengesetzteren Oerter enthielten. 

Um drei Zahlen zu finden, die sich wie die Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten, gab Plato (nach 
Proclus) die Regel: Nimm eine gerade Zahl (6) für eine 
Kathete, bilde das Quadrat ihrer Hälfte (9) und vermehre 
und vermindere letzteres um 1, so sind die erhaltenen 
Zahlen (10 und 8) Hypotenuse und andere Kathete des 
Dreiecks. Pythagoras hatte die Regel gegeben : Nimm eine 
ungerade Zahl (5) für eine Kathete, bilde ihr Quadrat (25), 
vermindere dasselbe um 1, und nimm die Hälfte des Restes 
(12), so ist diese Zahl die andere Kathete und die Hypotenuse 
um 1 grösser, als dieselbe (13). 

Die beiden Aufgaben von der Verdoppelung eines Wür- 
fels (a : X = X : y = y : 2a) und von der Dreilheilung eines 
Winkels bildeten ebenfalls Gegenstand für die Anstrengungen 
der platonischen Schule. Philopponus erzählt, dass bei einer 
Pest in Attika das Orakel des Apollo in Dolos als Forderung 
für das Verschwinden derselben den Ausspruch gethan habe : 
„Verdoppelt den Altar^, und dass Plato hierüber gefragt, 
die Schwierigkeit der Forderung, den würfelförmigen Altar 
zu verdoppeln, erkannt habe; gewiss ist, dass seine Schüler 
viele sinnreiche Methoden der Auflösung, die jedoch mit 
Zirkel und Lineal zu leisten unmöglich ist, ersannen. Die 
berühmteste derselben ist die des Nicomedes, der die Auf- 
gabe auf die scheinbar einfache zurückführte, „von einem 
gegebenen Punkt durch die Schenkel eines gegebenen 
Winkels eine Linie zu ziehen, so dass das zwischen die 
Schenkel fallende Stück eine gegebene Länge hat^ (siehe 
§. 947 und 948), die er mit Hülfe der Conchoifde löste. 
Dieselbe krumme Linie diente ihm auch bei der Aufgabe 
der Trisection eines Winkels (siehe §. 143.) 

Euclides (285 v. Chr.), nicht zu verwechseln mit Euclides 
von Megara, dem Stifter der.Megarischen Schule. Ptole- 
mäus Lagi stiftete, sobald die Kriegsereignisse nach dem 
Tode Alexanders ihm Ruhe Hessen, die berühmte Gelehrten- 
schulc zu Alexandrien, worin durch eine lange Reihe voa 
Jahrhunderlen aller Reichthum und alle Blüthe des mensch- 
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liehen Geistes sich' vereinigte. Unter den ersten Gelehrten, 
die durch die Wohlthaten der Ptolemäer nach Alexandrien 
gezogen wurden, war unser Euclid, berühmt durch seine 
Elemente „crro^x^ta'', deren Inhalt noch jetzt den Haupttheil 
des ersten Unterrichts in der Geometrie bildet. 

Sie bestehen aus 13 Büchern, von denen die 4 erstei) 
rein geometrischen Inhalts sind und ungefähr das enthalten, 
was in den sechs ersten Abschnitten dieses-^Leitfadens ge- 
lehrt wird. Das 5. Buch ist arithmetischen Inhalts und be- 
handelt die Lehre von den Verhältnissen und Proportionen. 
Das 6. Buch Enthält die Lehre von der Aehnlichkeit der 
Dreiedce und Vielecke. Die folgenden 4 Bücher (7—10) 
behandeln die Eigenschaften der Zahlen und das 10. beson- 
ders die gewisser Arten von irrationalen Zahlen. Das 11. 
und 12. handeln von den Eigenschaften der Flächen und 
Körper und enthalten^das, was man gewöhnlich in der Stereo- 
metrie lehrt. Das 13. enthält die Lehre von den regel- 
mässigen Körpern; diese Lehre wird noch weiter ausgeführt 
in zwei ferneren Büchern, dem 14. und 15., welche jedoch 
nicht von Euclid, sondern von Hypsicies herrühren. 

Commentirt oder übersetzt erklärt wurden die Elemente 
unter ^en Griechen von Theon von Alexandrien und Procius, 
unter den Arabern von Thebith ben Oorrah im 9ten Jahr- 
hundert, von Nasireddin ben Thus bei den Persern um 1250, 
bei den occidentalischen Völkern durch Athälard in England 
und Campanus von Novarra in Italien im 13. Jährhundert 
aus dem Arabischen, welche letztere Uebersetzung 1482 
zu Venedig durch Erhard ftatdolt gedruckt wurde. Die 
erste Ausgabe der griechischen Textes ist durch die Druckerei 
von Hervagius in Basel (1533) besorgt worden. Seit dieser 
Zeit sind eine grosse Zahl von Ausgaben erschienen; Com- 
mandinus (1572), Barrow (1659), Robert Simpson (1757 >, 
und in neuerer Zeit Peyrard, Camerer, Lorenz und Moll- 
weide verdienen Erwähnung. 

Ausser den Elementen hat Euclid noch ein Buch 
y^ieSofiiva^ (Data) geschrieben, das erhalten ist, und vier 
Bücher über Kegelschnitte, vier Bücher über Oerter auf 
der Oberfläche, drei Bücher Porismen, die sämmtlich ver- 
loren gegangen sind. Die Data bilden eine Fortsetzung der 
Elemente und dienen zur Erleichterung des Aufgabenlösens. 
Um ein Beispiel davon zu geben, erwähnen wir, dass in 
einem Dreieck durch r und a der Winkel a, durch q und Qi 

13* 
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die Höhe h gegeben sind, also in diesen Fällen a und h 
yyöeSofiBva*' genannt werden können. 

Endlich ist noch zu erwähnen, dass Euclides die Me- 
thode des Beweises dutch die sogenannte „Reductio ad 
absurdum^ in die Geometrie eingeführt hat. 

Archimedes (287 — 212) ist durch seine Verwandtschaft 
mit dem König Hiero von Syracus, die Hülfsmittel der Ver- 
theidigung, die er bei Belagerung dieser Stadt ersann, und 
seine Erwähnung in den Schriften des Cicero auch sonst 
hinreichend bekannt. Seine Werke erschienen zuerst Basel 
bei Hervagius 1544, dann edirt von Torelli Oxford 1792 
griechisch und lateinisch, von Pejrard Paris 1807 französisch, 
von Nizze Stralsund 1824 deutsch. Sie enthalten zwei 
Bücher von den Schwerpunkten der ebenen Fiächenstücke, 
eins von der Flächenmessung (Quadratur) dci* Parabel, zwei 
von Kugel und Cylinder, eins von der Kreismessung, eins 
von den Schneckenlinien, eins von den Konoiden und Sphä- 
roiden, eins von der Sandeszahl, zwei vom G^leichgewicht 
der schwimmenden Körper, eins Wahlsätze (Lemmata). Die 
erste Angabe des Werthes SV? für das Verhältniss des 
Kreisumfangs zum Durchmesser, und eine sinnreiche Me- 
thode, dieses Verhältniss bis auf jeden beliebigen Grad der 
Genauigkeit zu finden, die Ausmessung eines Parabelabschnitts 
gleich % vom eingeschriebenen Dreieck, der Schnecken- 
linie, deren erster Umlauf Vs des umschriebenen Kreises 
beträgt, die Ausmessung von Oberfläche und Körperinhalt 
der Kug^el, des Kugelabschnitts und der Kugelzone, des 
Körperinhalts der Sphäroide^ und in der Mechanik die Be- 
stimmung des Schwerpunktes vieler ebenen Figuren und 
Körper, so wie der Gleichgewichtslage schwimmender Körper 
sind die vorzüglichsten der theoretischen Entdeckungen, die 
seinen Namen unsterblich gemacht haben. 

Ausserdem wurde ihm von den alten Schriftstellern die 
Erfindung von vierzig Maschinen zugeschrieben, deren Be- 
schreibung er jedoch, wie es scheint, nie niedergeschrieben 
hat, und von denen wir daher nur unsichere Kenntniss haben; 
die Archimedische Schraube ist die bekannteste unter ihnen. 

Apollonius von Perga (247 v. Chr.) lebte in Alexan- 
drien und besass im Alterthume eine solche Berühmtheit, 
dass er den Namen des Geometers xar' s^oxijv erhielt. Sein 
berühmtestes Werk sind acht Bücher über Kegelschnitte, in 
deren ersten vieren er die vor ihm bekannten Eigenschaften 
gesammelt, und in deren übrigen er seine eigenen Ent- 
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deckungen mitgetheilt hat. Die 4 ersten Bücher sind im 
Urtext, das 5., 6. und 7. in einer aus dem Arabischen ge- 
machten lateinischen Uebersetzung auf uns gekommen, die 
beste Ausgabe ist von Ed. Halley Oxford 1710. Von seinen 
übrigen Schriften, welche betitelt waren ^de sectione ra- 
tionis, de sectione spatii, de sectione determinata, de incli- 
nationibus, de locis planis, de tactionibus^ (siehe oben §§. . 
943, 945, 946-49, 954—959) ist nnr die eine ^de sectione 
rationis^ erhalten und war eine Lieblingsschrift Newtons, 
die übrigen dagegen sind nach den Andeutungen, die sich 
darüber im Pappus finden, von verschiedenen Mathematikern, 
als Vieta, Snellius, Halley, Horsley, Robert Simpson, in 
neuerer Zeit durch Diesterweg in Bonn wiederhergestellt 
worden, wodurch der Inhalt derselben wohl wieder gewonnen 
sein mag, aber natürlich nicht die dem Alterlhume eigene 
classische Form. 

' Pappus (Collectiones math. latine ed. a Commandino 
Pisauri 1588 und Bononiae 166(X lebte gegen das Ende 
des vierten Jahrhunderts nach Christo und hat. in seinen 
Sammlungen der Entdeckungen früherer Mathematiker, die 
er durch eigene vermehrt zu haben scheint, sich das Ver- 
dienst erworben, eine grosse Menge der fruchtbarsten Sätze 
hinterlassen zu haben, welche in neuerer Zeit der Aus- 
gangspunkt einet* glänzenden Entwicklung der Geometrie 
geworden sind. Die in §. 542 und §. 680 mitgetheilten 
Sätze geben ein Beispiel für das, was sich in Pappus findet, 
obgleich nur ein sehr unbedeutendes im Vergleich zu dem 
grossen Reichthum dieser Sammlungen, bei denen länger 
zu verweilen der Raum hier verbietet. 

Um eine Vorstellung von dem zu geben, was die 
Griechen in der practischen Geometrie leisteten, mögen hier 
noch einige Aufgaben aus einem Werk des älteren Hero 
von Alexandrien y^negl iiomqag^ Platz finden^ das die Auf- 
lösung geodätischer Aufgaben mit Hülfe eines „Diopter'^ ge- 
nannten Instruments, welches wahrscheinlich zum Winkel- 
messen diente, enthält: 

1) den Unterschied der Höhe zweier gegenseitig nicht 
sichtbarer Punkte zu messen; 

2) eine gerade Linie zwischen zwei, gegenseitig nicht 
sichtbaren Punkten zu ziehen; 

3) die Entfernung des Punktes, an dem man sich befindet, 
von einem andern Punkt zu finden, zu dem man 
nicht kommen kann; 
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4) die Breite eines Flusses, den man nicht überschreiten 
kann, zu messen; 

5) die Entfernung zwischen zwei nicht zugänglichen ^ 
Punkten zu messen; 

6) von einem gegebenen Punkt ein Perpendikel auf eine 
Gerade zu fällen, zu der man nicht kommen kann; 

7) die Höhe eines nicht zugänglichen Punktes zu messen; 

8) den Höhenunterschied zweier unzugänglicher Punkte 
zu messen; 

9) die Tiefe einer Grube zu messen; 

10) einen Berg zu tibersteigen, indem man eine gerade 
Linie verfolgt, welche zwei gegebene Punkte zu 
beiden Seiten des Berges verbindet; 

11) durch einen Berg einen Brunnen zu graben, der in 
eine bestimmte unterirdische Vertiefung ausmündet; 

12) den Umriss eines Ufers zu zeichnen; 

13) dem Terrain die Gestalt eines bestimmten Kugel- 
segments zu geben; 

14) dem Terrain eine bestimmte Abschüssigkeit zu geben; 

15) ein Feld zu messen, ohne hineinzugehen; 

16) dasselbe in gegebene Theile zu theilen durch Gerade, 
die von einem Punkt ausgehen; 

17) ein Dreieck und- ein Trapez nach einem gegebenen 
Verhältniss zu theilen. 

Archimedes und ApoUonius bezeichnen die beiden Glanz- 
punkte der griechischen Geometrie und behandeln zwei ihrem 
Wesen nach verschiedene Zweige derselben, so dass die Geo- 
metrie des ersteren als die des Maasses der Figuren, die 
des letzteren als die der Gestalt und Lage derselben bezeich- 
net werden können. Nach ihnen kamen dann eine Reihe 
geringerer Geometer, die immerhin noch Schätzbares lei- 
steten und dann eine Anzahl Commentatoren und Sammler, 
als Pappus, Proclus, Eutocius (540 nach Chr.), bis dann 
mit der Völkerwanderung wissenschaftliches Dunkel über 
das Abendland hereinbrach, das erst im 16ten und 17ten 
Jahrhundert einer neuen Culturepoche wich. In dieser 
Zwischenzeit waren die Inder und Araber die Pfleger und 
Erhalter unserer Wissenschaft, so jedoch, dass die Inder 
selbstständig vorzugsweise arithmetische Untersuchungen 
anstellten und dieselben dann auf Figuren anwandten, die 
Araber hingegen, indem sie von beiden Seiten her, von den 
Indern und Griechen, die Methoden und Entdeckungen em- 
pfingen und uns überlieferten, die Verbindung des arithme- 
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tischen und geometrischen Elements vermittelt haben, durch 
welche Verbindung vornehmlich die Fortschritte der neueren 
Mjtthematik entstanden sind. 



CSeonietrie der. Inder* 

Drei Engländer, Strachej^ Taylor und Colebrooke in 
den Werken: ,,Bija Ganita, or the Algebra of the Hindus 
by Strachey, Lond. 1813; Lilavati, or a treatise on Arith- 
metic and Geometry by Bh^scara Acharya translated by 
Taylor, Bombay 1816, und Algebra with Artthmetic and 
Mensuration from the sanscrit of Brähmegupla and Bhascara 
translated by Colebrooke, London 1817, haben uns zuerst 
mit den Werken der Inder bekannt gemacht« Brahmegupta 
ist aus dem sechsten, Bhascara aus dem zwölften Jahrhundert 
und während das Werk des erstoren eine vollständig abge- 
rundete systematische Behandlung einer einzelnen Aufgabe 
der Geometrie enthält, scheint das letztere eine schlechte 
Nachahmung des erstoren und zugleich ein Versuch, die 
damals vorhandenen Kenntnisse der Inder zusammenzufassen, 
zu sein. 

Folgende Aufgaben aus dem Werk des Brahmegupta 
mögen eine Vorstellung von der Art der indischen Geometrie 
geben. 

1. Als Funktion der drei Seiten eines Dreiecks seine 
Fläche und den Radius des umschriebenen Kreises zu finden. 

2. Ein Dreieck zu finden, worin die Seiten, die Fläche 
und der Radius des umschriebenen Kreises durch rationale 
Zahlen ausgedrückt werden. 

3. Beim Viereck im Kreis als Funktion der Seiten die 
Fläche, die Diagonalen, die Perpendikel (von C und D auf 
AB gefällt), die durch diese auf AB entstandenen Segmente 
und den Durchmesser des umschriebenen Kreises zu finden. 

\ 4. Ein Viereck im Kreis zu construiren, worin die im 
vorigen Satz erwähnten Stücke durch rationale Zahlen aus- 
gedrückt werden. 

Ferner aus einer andern Abtheilung: 

5. Aus der Höhe eines Lichts und der eines Gnomons 
(senkrechten Stabs), so wie der Entfernung der Fuss- 
punkte beider, die Länge des Schattens zu finden, den der 
Gnomen wirft. 

6. Wenn die Länge der Schatten, die ein gegebener 
Gnömon in zwei verschiedenen Stellungen, deren Entfer- 
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nung bekannt ist, wirft, die Höhe des Licht zu finden, das 
sich natürlich in der Ebene der Gnomone befindet. 

Geometrie der Araber. 

Auch hier sind unsere Kenntnisse noch in der Kindheit 
und eine grosse Zahl arabischer Handschriften liegen noch 
in den Bibliotheken und warten auf Mftnner, die sie uns 
zugftnglich machen; ja es scheint, als ob die Kenntniss des 
Arabischen im 16. und 17. Jahrhundert geschfttzter gewesen 
ist als jetzt, wenigstens sind, wie schon oben erwähnt, meh- 
rere griechische Schriftsteiler eher aus dem Arabischen ins 
Lateinische übersetzt worden als aus dem Griechischen. 
Bagdad und Cordova waren die beiden Orte, nach welchen 
die aus Griechenland und Italien verschwundenen Wissen- 
schaften flüchteten. Am ersteren Ort errichteten die Abassi- 
den in edler Nachahmung der Ptolemtter einen Mittelpunkt 
für die Gelehrten der Weit, und es wurden daselbst zuerst 
unter der Herrschaft Almansors im 8. Jahrhundert Euclides 
und dann auf Ermunterung des AI Mamun (814) die Werke 
des Archimedes, Apollonius, Hypsicies, Theodosius und 
Ptolemäus ins Arabische übersetzt. Nach Cordova reisten 
im Mittelalter wissbegierige Europäer, um ihre Kenntnisse, 
besonders in der Mathematik, Astronomie und Medicin, zu 
erweitern, ähnlich wie früher die Römer nach Athen. Unter 
den eigenen Schriftstellern der Araber erwähnen wir Hu- 
hamed ben Husa, der, bis die Werke der Inder bekannt 
wurden, als der Erfinder der Algebra gegolten hat. In sei- 
nem Werke über diesen Gegenstand, das er auf den Befehl 
des Califen AI Mamum zur Erleichterung der Operationen, 
welche im Verkehr der Menschen vorkommen, schrieb, und 
das also ein Elementarwerk war, findet sich die Auflösung 
der quadratischen Gleichungen, die Näherungswerthe ^10 
und 3,1416 für die Zahl tt, und in einem andern Werk die.. 
Fofmel für den Inhalt eines Dreiecks aus seinen drei Seiten. 
Thebith ben Corrah, sein Schüler, wandte die Algebra auf 
die Geometrie an, so dass er eine Construction zur Auflösung 
der cubischen Gleichungen mit Hülfe des Durchschnitts einer 
Parabel und eines Kreises fand. Hassan ben Haithem (gest. 
1038 zu Cairoj, von dem wir schon oben §. 857 einen Satz 
angeführt haben, hat ein Werk hinterlassen, das durch Sö- 
dillot unter dem Titel: „Traitö des connues geom^triques^ 
übersetzt worden ist, und das als eine Fortsetzung der Data 
des Euclid und vielleicht als eine Andeutung dessen, was 
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in den Porismen gestanden hat, gelten kann. Eine Wieder- 
herstellung der drei Bücher der Porismen des Euclid gab 
1860 Chasles heraus. 

Um noch Beispiele aus dem Inhalt dieses Werks zu 
geben, diene Folgendes: 

1. Soll in einem gegebenen Dreieck eine Linie von 
der Spitze nach der Basis gezogen werden und ist das Yer- 
hältniss des Quadrats dieser Linie zu dem Rechteck aus den 
auf der Grundlinie entstandenen Segmenten gegeben, so ist 
die Lage der Linie bekannt. 

2. Ist in einem Dreieck die Grundlinie, der gegenüber- 
liegende Winkel und das Rechteck aus den ihn einschliessen- ^ 
den Seiten gegeben, so ist das Dreieck bekannt. 

Noch sind zu erwähnen: Albategnius, Prinz von Syrien 
ff 928), der zuerst den Sinus, das ist die halbe Sehne des dop- 
pelten Bogens, statt der bis dahin üblichen Chorden des Pto- 
lemäus einführte und auch die zweite Hauptformel über sphä- 
rische schiefwinklige Dreiecke fand; Abu! Hassan Ali von Ma- 
rocco, der über Gnomonik schrieb und sich dabei der Kegel- 
schnitte bediente, Mahomed Bagdadin, der über Theilung der 
Figuren, namentlich der Dreiecke, Vierecke, Fünfecke, und 
Alhasen, der in seiner Optik die Aufgabe löste, auf einer Kugel 
den Refiexionspunkt zu finden, wenn der leuchtende Punkt 
und die Stellung des Auges gegeben sind (siehe §. 998). 

Cieonietrle bei den RSment und im üittelalter* 

Die Römer kannten kaum einen andern Gesichtspunkt für 
die Betreibung der Wissenschaften als den des praktischen 
Nutzens, daher die Agrimensores oder Gromatici, d. h. die 
Feldmesser, die einzigen unter ihnen waren, die als Be- 
wahrer der Geometrie galten. Diese Männer waren aber 
so wenig unterrichtet, dass sie nicht einmal zur Berechnung 
der Fläche eines Dreiecks oder Vierecks richtige Formeln 
hatten. Die Namen der berühmtesten unter ihnen sind uns 
durch Boötius aufbewahrt worden, ohne dass einer von ihnen 
etwas Bemerkenswerthes für die Geschichte der Geometrie 
geleistet hätte. Dagegen scheinen der durch seine Gelehr- 
samkeit berühmte Varro, dessen Schrift über Geometrie 
verloren gegangen ist, und Yitruvius, dessen Werk über 
Baukunst wir besitzen, wenigstens ihre Zeitgenossen an 
mathematischen Kenntnissen übetroffen zu haben. 

Trotz dieser geringen Betheiligung der Römer an un- 
seren Wissenschaften bildete die j^eyKinX^og na^deCa^y deren 
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zweite Hälfle aus Geometrie, Arithmetik, Astronomie und 
Musik (die erste Hälfte bestand aus Grammatik, Dialektik, 
Rhetorik) bestand, zu den Zeiten des Kaisers Vespasian, der 
die erste allgemeine Schulordnung erliess, einen Gegenstand 
des Schulunterrichts. Marcianus Capella, St. Augustinus. 
Macrobius, Boätius und Isidorus von Sevilla sind diejenigen, 
deren Bücher lange Zeit in den Schulen gebraucht worden 
sind, doch bieten ihre Werke nichts, das sich mit den Lei- 
stungen der Griechen auf diesem Felde vergleichen Hesse, 
die beste Schrift darunter ist die des Boätius. Im achten 
Jahrhundert war Beda, Erzbischof von Canterbury, ein frucht- 
barer Schriftsteller über Geometrie und Arithmetik, AIcuin, 
sein Schüler, der an den Bemühungen Carls des Grossen, 
die Wissenschaften zu verbreiten, Theil nahm, schrieb eben- 
falls über die damals sogenannten sieben frefen Künste, die 
oben einzeln angeführt sind, und besonders ausführlich über 
Astronomie. Im 10. Jahrhundert war Gerbert (nachmals 
Papst Sylvester) eifrig bemüht, den Abacus, d. h. unser 
jetziges Zahlsystem einzuführen, im 12. J hrhundert machten 
sich Athälard als Uebcrsetzer des Euclid und Gerhard von 
Cremona, der den Almägest des Ptolemäus unif mehrere 
Schriften arabischer Mathematiker von seiner Reise nach 
dem Orient mitbrachte, bemerklich. Im 13. Jahrhundert 
begann eine etwas lebhaftere Bewegung; Leonhard Fibo- 
nacci von Pisa, der aus Arabien eine schon etwas vorge- 
schrittenere Algebra mitbrachte und ein Werk über prak- 
tische Geometrie schrieb, Campanus von Novarra, dessen 
Uebersetzung des Euclid hauptsächlich dazu beitrug, diesen 
Schriftsteller in Europa zu verbreiten, Sacro Bosco, [der 
Verfasser der j^sphaera mundi**, wonach noch Melanchton , 
seine Vorlesungen benannte, Roger Baco, der durch seine 
tiefen Kenntnisse in der Mathematik seine Zeitgenossen weit 
überflügelte, und Jordan Nemorarius, in dessen zahlreichen 
Schriften sich zum ersten Mal der Satz bewiesen findet, 
dass bei der stereographischen Projection jeder Kreis wieder 
einen Kreis giebt, sind die namhaftesten unter den Schrift- 
stellern dieses^ Jahrhunderts. Im 14. Jahrhundert scheint 
hierauf wieder ein Stillstand eingetreten zu sein, nur ein 
„breve compendium artis Geometriae*' von Thomas Brad- 
wafdin, Bischof von Canterbury, zeichnet sich durch Reich- 
thum des Inhalts aus. Im 15. Jahrhundert wurde dann durch 
das Auftreten von Männern wie Purbach, Regiomontanus, 
der Cardinal Nicolas de Cusa, die Maler Albrecht Dürer 
und Leonardo da Vinci und der Italiener Luaas Paccioli, 
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gewöhnlich Lucas de Burgo genannt, der als der Urheber 
der nachher von Vieta ausgebildeten Methode gilt, die Arith-^ 
metik auf die Geometrie anzuwenden, das Wiederaufleben 
der Geometrie vorbereitet, dass von nun an in immer wach- 
senden Verhältnissen Statt fand. 

Wir haben nunmehr die Geometrie in ihrem Entstehen 
bei den Aegyptern, in ihrer Blüthe bei den Griechen be- 
trachtet, wir haben erfahren, wie sich im fernen Indien eine 
von der griechischen specifisch verschiedene AufTüSSungs- 
weise derselben entwickelte, wie die Vereinigung beider bei 
den Arabern schon als erste Frucht d e Entstehung der 
Trigonometrie bewirkt hatte, uud wir haben gesehen, wie 
die schwachen Spuren derselben in Europa sich auch im 
Hittelalter verfolgen lassen; wir stehen jetzt vor einer Zeit, 
in welcher grössere Kräfte in Anspruch genommen werden, 
um die Entwickelung derselben zu verfolgen, in der sie 
von den en^en Fesseln einer abstracten Verstandesübung 
oder einer Hülfswissenschaft praktisch nützlicher Zweige 
des menschlichen Wissens sich befreiend, den universellen 
Charakter einer Grundlage der Naturphilosophie annahm, und 
in der es Newton, gestützt auf eine Reihe von Männern 
wie Copernicus, Vieta, Kepler, Galiläi, Cartesius, Fermat, 
Pascal, Huygens gelang, aus einem einfachen Gesetz der 
der Anziehung auf geometrische Weise die Bahnen der 
Weltkörper, sowie ihre Geschwindigkeiten herzuleiten und 
Ebbe und Fluth des Meeres zu berechnen. Seit dieser Zeit 
ist nicht nur die Theorie der neu gewonnenen Zweige der 
reinen Mathematik in ununterbrochener Fortentwickelung 
begrifi^en, sondern auch die Herrschaft der Mathematik auf 
immer neue Fragen aus der Lettre vom Gleichii^ewicht und 
der Bewegung der Körper, vom Licht, der Wärme, dem 
Erdmagnetismus ausgedehnt worden. Freilich erweckt jeder 
Schritt, den die wissenschaftliche Forschung vorwärts dringt, 
in dem menschlichen Geiste nicht sowohl Stolz auf das, 
was er zu leisten vermag, als lebhaftes Bewusstsein seiner 
ohnmächtigen Schwäche gegenüber dem allmächtigen und 
allgütigen Gott. 
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